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@ Motivacio
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© Principio da programacio dinamica
@ Solucio

© Questdes e desafios para investigacio
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Motivacdo

Exemplos

QA

Motivacao

O nosso objectivo é decidir quando se deve tomar
uma decisdo, de forma a maximizar o lucro, i.e.,

QUEREMOS GANHAR
DINHEIRO
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Motivacdo

Exemplos
QA

Opcoes de compra americanas

@ Opcdo de compra
e Contrato entre um comprador e um vendedor
e Maturidade fixa (T), activo subjacente e preco de
exercicio (K)
@ A opcdo é exercida se o preco da accao for superior
a kK.

@ Americana
a opcao pode ser exercida até ao instante T
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Motivacdo

Exemplos

QA

$SPX (58P 500 Latgs Cap Indlex) INDX @StockChartscom
28-Jun-2007 Close 1503.35 Volume 1376 Chg +0.73 (+0.05%)

W 503 (Weakly) 1503.35
fspx ( ¥) 1825
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175

DA SO N DOEFMAM JJ ASO NDO FMAMI

Quando é que o
comprador desta opcao
deve exercer?

Nem demasiado tarde nem demasiado cedo
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Motivacdo

Exemplos
QA

Problema de saida

@ Uma empresa estd a operar no mercado;

@ O mercado estd em declineo e por isso a
empresa pode decidir fechar, tendo custos
associados a esta decisao.
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Motivacdo

Exemplos
QA

Problema de investimento

@ Uma empresa pondera entrar num novo
mercado;

@ Porque o mercado esta em expansao, e por isso

o investimento pode ser proveitoso, embora
haja custos de investimento.

Claudia Nunes CEMAT, Técnico Lisboa, Universidade de Lisboa Parar ou continuar: eis a questao!



Quando deve a empresa

sair do mercado
Quando deve a empresa

investir no mercado?

Nem demasiado tarde nem dmasiad cedo
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A QUESTAO

Quando é que a decisao

deve ser tomada, de

forma a maximizar o
retorno do lucro ou a
minimizar os prejuizos’?

Claudia Nunes CEMAT, Técnico Lisboa, Universidade de Lisboa Parar ou continuar: eis a questao!



A RESPOSTA

Usar tempos de paragem
optimos
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~ e Exemplos
Formulagdo matematica Funco Valor

de incerteza

Retorno de uma opcao americana

@ S={5(t),t > 0} é o processo dos pregos das
accoes;

@ r: taxa de juro (assumida conhecida e
constante);

Retorno do investimento: e~ max(S(t) — K, 0)

Retorno éptimo do investimento:
sup,-r{e~" max(S(t) - K.0)}
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Exemplos
Fungédo Val

Formulagdo matematica

Como fazer se S for um processo estocastico?

Deterministico sup;<7{e " max(5(t) — K,0)}
Estocéstico | sup,.7 E [e"" max(5(t) — K,0)|5(0)]
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- e Exemplos
Formulagdo matematica P

Saida do mercado

Se
o X = {X(t),t > 0} for o processo da procura

pelo produto;
@ r: taxa de juro (assumida conhecida e

constante);

@ [1: lucro por unidade de tempo, enquanto a
empresa esta activa;

@ /: custo de saida

Retorno: [ e "T(X(s))ds — e~ "/
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Formulagdo matematica

Como fazer se S for um processo estocastico?

Det. sup,{JJ e "MN(X(s))ds —e "I}
Est. | sup, E [/ e "MN(X(s))ds — e 1| X(0)]
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Funcao valor

@ Recompensa terminal

V(x) = sup E [e""N(X(7))]

TES

(e.g. Op¢do americana)
@ Recompensa integral

V(x) = inf E, [ e N(X(s))ds — el

(e.g. Opgdo de saida)
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Exemplos

alor
Processo de incerteza
Hipéte

Formulagdo matematica

Na apresentacao de hoje

V(x) = inf E, [ eN(X(s))ds + e h(X ()]

(inf, sup, com h ou sem... quase igual)
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Processo de difusao

X ={X(t),t > 0} é uma difusdo se for solugdo de
dX(t) = p(t, X(t))dt + o(t, X(t))dW/(t)

onde
@ /1 € o termo de drift
@ o é a volatilidade

o W ={W(t),t >0} éum Movimento
Brownian
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Exemplos
Fung¢do Valor
e incerteza

Formulagdo matematica

Comentario

Movimento Browniano
@ Distribuicao normal
@ Incrementos estacionarios
@ Incrementos independentes
@ realizagdes com caminhos continuos

mas ... € um processo nao diferencidvel em toda a
parte!
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Exemplos

Fur alor

Processo de incerteza
Hipéte

Formulagdo matematica

Algumas consequéncias

Em resultado da nao diferenciabilidade do MB,
precisamos de novas regras de calculo,
nomeadamente:

@ Férmula de Ito: féormula que define o sentido
de dF(X(t)), onde X é um processo de difusdo

@ Integral de Ito: definicdo/propriedades de
Iy F(X(s))dW(s)
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Caso particular

dX(t) = uX(t)dt + o X(t)dW(t)

é o Movimento Geometrico Brownian (GBM)

X(t) = X(O)e(u*%fﬂ)HUW(t)
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Exemplos

Fung¢do Valor
Processo de incerteza
Hipéteses

Formulagdo matematica

Funcao de lucro

Hipdteses
@ A funcdo Borel mensuravel I :]0, co[— R é tal
que N € L} (]0, ool).
o v, (x):= Ec[[s° e "M"(X(s))ds] < oo, para
todo o x €]0, ool.
de forma a que o problema de optimizacao esteja
bem definido (e ndo-trivial, 7 # 0 e 7 # 00).
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Principio da programag¢&o dindmica
Principio da programagdo dindmica Equacgdo HIB
Problema de fronteira livre

Regioes de decisao

Relembrar:
@ ou adia-se a decisdo (regido de continuagdo)
@ ou toma-se a decisdo, e a opcao é exercida
(regido de paragem)
Se se tomar a decisdo de paragem tarde de mais, a
estratégia ja nao é optima;
Se se tomar a decisdo de continuar, quando ja se
deveria ter parado, a estratégia ja ndo é ptima.

Vi

E preciso actuar sempre de forma éptimal
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Principio da programag¢&o dindmica
Principio da programagdo dindmica Equacgdo HIB
Problema de fronteira livre

Princpio, informal

A ideia é simplificar um problema complexo,
dividindo-o em problemas de menor dimensao, de
forma recursiva

A decisao é 6ptima se for éptima até qualquer
instante intermédio. Estamos a simplificar o
processo de analise da decisdo ao partir o problema
numa sequéncia de passos ao longo do tempo.
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Principio da programag¢&o dindmica
Principio da programagdo dindmica Equacgdo HIB
Problema de fronteira livre

Equacao da programacao dinamica

V(x) = inf E, [ e N(X(s))ds + e TV(X(7))
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Principio da programag¢&o dindmica
Principio da programagdo dindmica Equacgdo HIB
Problema de fronteira livre

Gerador infinitesimal

LR — tim ELFX(E+ ) = FOIX(2) = X
h—0 h

essencialmente o gerador descreve o movimento do
processo no intervalo infinitesimal;é um operador
diferencial, e para difusdes homogéneas (cujos

parametros nao dependem explicitamente do
tempo):

LF(x) = u(x)F'(x) + ;UQ(X)F”(X)
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Principio da programacdo dindmica
Principio da programag3o dindmica Equagdo HJB

Problema de fronteira livre

O que é que fazemos com a equacdo do principio da
programacao dinamica?

@ Aplicamos a férmula de Ito a e™ V/(X(7)):

d(e"V(X(t) = L  V(X(t)dt+..dW(t)

Inf. Generator

@ Aplicamos a primeira isometria de lto:

E[[ e v(X(s))aw(s)| =0
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Principio da programacdo dindmica
Principio da programag3o dindmica Equagdo HJB

Problema de fronteira livre

Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

E|[ e (LV(X(2) = rV(X(2)) + N(X(¢))) dt| = 0

min{—rV(x) + LV(x) + MN(x), h(x) = V(x)} =0

Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman
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Principio da programagdo dindmica

Equagdo de HJB (cont.)

@ Apds a tomada de decisdo, o retorno é h.

min{—rV(x)+LV(x)+MN(x), h(x)—V(x) }=0
_,_/h’
parar e exercer a opcao

@ Antes de exercer a opcao, temos o lucro
imediato 1, mais o valor da op¢ao, tudo
descontado no instante presente. Logo:
min{—rV(x) + LV (x) + MN(x), h(x)—V(x)} =0

Continuar e ndo exercer
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Principio da programacdo dindmica
Principio da programagdo dindmica Equacgdo HIB
Problema de fronteira livre

Regioes de continuacao e de paragem

@ Exercer em D = {x : V(x) = h(x)}
@ Continuar em C = {x: V(x) < h(x)}

Mas V é ainda desconhecido. Assim sendo, como
definir estes conjuntos?
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Exemplo
Solugdo

O problema

Equacao HJB:
min{—rV(x) + LV(x) + MN(x), h(x) = V(x)} =0
@ Resolver a EDO: —rV/(x) + LV(x) +MN(x) = 0;
@ Para termos solucdo Unica, necessitamos de
condicOes fronteira.

Que condicdes fronteira? Onde esta a fronteira???

Problema de fronteira livre
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Teorema da verificacao

v : R — Ré a solucao do problema de optimizacao:
V(x) = inf £ | [ e "N(X(s))ds + e " h(X(7))]

se
e v for de classe C}(R);
e v for solucao da HJB
@ Para todo o x € R,
lim e "E[v(X(t))] =0

t—00
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Exemplo

Solugdo

Temos uma ac¢do, cujo preco segue um GBM, e
queremos decidir qual a devemos vender. Existe um
custo fixo pela transacao, a.

Quando vender?
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@ O lucro pela venda da acgdo (caso esta seja
vendida no instante t) em valores actuais é

e "(X(t) — a);
@ A funcio valor é dada por

V(x) = inf Ele " (a — X(r)|X(0) = x

(M(x) = 0; h(x) = a — x)
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Exemplo

Solugdo

@ Como X segue um GBM, o seu gerador
infinitesimal é Lv(x) = pux/(x) + 202x%V"(x)
@ Na regido de continuagao:

—rv(x) + pxv/(x )+;az 2V'(x) =0

Equacdo de Cauchy-Euler de ordem 2

e a sua solucao é

32
)

v(x) = ax™ + ox xeC

(61 > 1 e B < 0 sdo as raizes do polinémio
caracteristico)
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Exemplo

Solugdo

@ O nosso palpite é que C = (0, x*). Porqué?
@ 3 incognitas: c¢i, ¢ and x*
@ Necessitamos de 3 condicoes, que vém do
teorema da verificac3o:
o v(x*)=h(x*)=a—x*
o V(x*)=H(x")= -1
) I/(O):O:>C2:O
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Exemplo
Solugdo

Estratégia optima de venda

* X b1 api
V(x) = (a—x (X—) 0<x < x* 6£

_ _ap
a—x x> x* = 5.1

Logo:
@ Deixar a venda em stand-bye enquanto o preco
da accao for inferior a x*
@ Assim que atingir x*, vender a acgao.
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Questdes e desafios para investigacio

Processo estocastico

@ X pode nao seguir um GBM.

@ O processo pode apresentar discontinuidades
(usual em finangas).

Nestes casos encontrar a solucdo analitica da EDO
pode ser complexo. Métodos numéricos podem ser
necessarios.
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Questdes e desafios para investigacio

Funcao de lucro

@ A fungdo de lucro pode n3o ser monétona.
Nesse caso pode ser dificil adivinhar a forma da
regido de continuacdo (pode ser ndo-conexa,
por exemplo)

@ Pode depender de outras variaveis (quantidade,
subsidios, etc), envolvendo nesse caso varias
etapas de optimizacao.
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Questdes e desafios para investigacio

Outras questoes

@ Horizonte finito (e em consequéncia leva a uma

EDP na HJB)

@ Competicdo entre empresas (i.e., a empresa
decide mas tendo necessidade de obter
informacao sobre o comportamento das outras
empresas)

@ Aprendizagem (a medida que o tempo passa, a
empresa retine mais informacao sobre o
processo de incerteza)
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Questdes e desafios para investigacio

ecidir nem sempre é
facill
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