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Definicdo de bilhar

Definicao

Seja C uma curva parametrizada por v : [a, b] — R? continua. Dizemos

7

que C é uma curva de Jordan se:
@ 7 é injetiva em [a, b[;
o v(a) =(b).
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Definicdo de bilhar

Definicao

Seja C uma curva parametrizada por v : [a, b] — R? continua. Dizemos

7

que C é uma curva de Jordan se:
@ 7 é injetiva em [a, b[;
o v(a) =(b).

O Teorema de Jordan garante que uma curva de Jordan em R? divide o
plano em duas regides conexas - uma limitada e outra ilimitada.
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Definicdo de bilhar

Definicao
Seja 7 : [a, b] — R? uma curva de Jordan de classe C! e seja I a regido
conexa por ela limitada. O bilhar plano é dado pelo produto cartesiado da
curva v pelo intervalo ]0, 7[C R, munido de uma aplicagdo T (chamada
aplicagdo de bilhar) definida da seguinte forma. Temos que
T(p,0) =(q,5) se p, 0, g e 5 s3o tais que:

o p € 7([a, b])

@ seja v um vetor orientado para o interior de I', partindo do ponto p, e

fazendo um angulo  com a reta tangente a v em p (orientag¢do
contrdria ao ponteiro dos relégios);

e g € 7([a, b]), g # p, é o primeiro ponto de contacto com a curva 7y
seguindo a semi-reta com extremo em p e com dire¢ao v;

@ [ é definido pela através da reflexdo com relacdo a reta normal a ~
em q.
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Definicdo de bilhar

Alternativamente, se v é parametrizado pelo comprimento de arco, o
bilhar fica identificado com [a, b]x]0, [, munido da aplicagdo

T : [a, b]x]0, 7[> [a, b]X]0, 7],

com T(t,0) = (t',0"), onde p =~(t), g =(t') e 6,0" €]0, w[ sdo os
angulos 0 e [ definidos no slide anterior.
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Propriedades da aplicacao de bilhar

o A curva de Jordan de classe C! é condicio necessaria (mas n3o
suficiente) para que a aplicagdo de bilhar seja continua;
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Propriedades da aplicacao de bilhar

o A curva de Jordan de classe C! é condicio necessaria (mas n3o
suficiente) para que a aplicagdo de bilhar seja continua;

@ Para que T seja continua, precisamos exigir ainda que [ seja
convexa;
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Propriedades da aplicacao de bilhar

o A curva de Jordan de classe C! é condicio necessaria (mas n3o
suficiente) para que a aplicagdo de bilhar seja continua;

@ Para que T seja continua, precisamos exigir ainda que [ seja
convexa;

o Com estas hipdteses, temos que, se ~y for de classe C¥, T é de classe
G0,
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Propriedades da aplicacao de bilhar

o A curva de Jordan de classe C! é condicio necessaria (mas n3o
suficiente) para que a aplicagdo de bilhar seja continua;

@ Para que T seja continua, precisamos exigir ainda que [ seja
convexa;

o Com estas hipdteses, temos que, se ~y for de classe C¥, T é de classe
G0,

@ A aplicacdo T é invertivel, sendo a sua inversa T~! também uma
aplicacdo de bilhar. Além do mais, se k > 2, T e T~! sio de classe
C! e, portanto, T é um diffeomorfismo.
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Medidas Invariantes

Definicao

Seja (E,Q, 1) um espago de medida. Dizemos que p é invariante por T se:

VBEQ, w(B)=u(T1(B))
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Medidas Invariantes

Definicao

Seja (E,Q, 1) um espago de medida. Dizemos que p é invariante por T se:

VBEQ, w(B)=u(T1(B))

Teorema

Seja (E, T) um bilhar. Entdo E admite uma medida p finita que é
invariante por T.
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Medidas Invariantes

Definicao

Seja (E,Q, 1) um espago de medida. Dizemos que p é invariante por T se:

VBEQ, w(B)=u(T1(B))

Teorema

Seja (E, T) um bilhar. Entdo E admite uma medida y finita que é
invariante por T.

A medida invariante é dada nas coordenadas (t,#) por:

w(B) = //B sen(0) dt do

onde B C E é boreliano.
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Consequéncia da existéncia da medida finita e invariante

Gracas a existéncia de uma medida finita invariante para o bilhar, estamos

em condicoes de aplicar o Teorema da Recorréncia de Poincaré, cujo
enunciado é o seguinte:
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Consequéncia da existéncia da medida finita e invariante

Gracas a existéncia de uma medida finita invariante para o bilhar, estamos
em condicoes de aplicar o Teorema da Recorréncia de Poincaré, cujo
enunciado é o seguinte:

Teorema da Recorréncia de Poincaré

Seja K um espaco métrico separdvel, T : K — K uma funcdo mensurdvel
e 1 uma medida finita em K que é invariante por T. Ent3o, quase todo o
ponto x € K é recorrente, ou seja, temos:

liminfd(T"(x),x) =0

n—o0

para quase todo o ponto x € K
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