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1. Em P? considere os pontos P =[1:2:2], Q =[3:1:4], R=[1:3:1]eS=[2:-1:2],
e as rectas projectivas {1, {2, {3 e {4, definidas respectivamente pelas equagbes

61:1'2:0, 52: ac():O, 63:x0—2x1:0 e E4:3$1—x2:0.
(2 val.) a) Indique o ponto de intersec¢do de ¢4 com a recta projectiva (P, Q).

Solugao: A recta projectiva r := (P,Q) = P(£{(1,2,2),(3,1,4)}) é definida pela
equacdo 6xg + 221 — bxy = 0. Com efeito, um vector (xg, 1, 22) de R? pertence ao
espago £{(1,2,2),(3,1,4)} se e s6 se

1 3 =z 1 3
car{ 2 1 x1 | =car| 2 1
2 4 x5 2 4
e, como
1 3 =z 1 3 = I 3 x
2 1 x — 0 =5 x1— 2.%() — 0 -5 x1— 21’0 s
2 4 T 0 -2 o — 2.’E0 0 0 —gl‘o - %xl + x2

temos que [zg : 1 : o] € 1 se e s se 6xg + 221 — Haxg = 0.
Para determinar a interseccdo das duas rectas £4 N r temos

6xg + 221 — Sx0 =0 PN To = 311
3%1 — X9 = 0 6.%0 = 13ZE1,

e entdo {4 Nr = {[13:6:18]}.

(2val.) b) Verifique se os pontos P,Q, R e S formam um referencial de P2.
Solucao: Como
1 3 2
det| 2 1 -1 | =0,
2 4 2

conclui-se que os pontos P, () e S n3o sao independentes, pelo que P, (), R e S ndo
formam um referencial projectivo.

(1val.) c) Qual o conjunto dos pontos de P? equidistantes dos pontos £1 N {5 e 2 N {3 para a
distancia projectiva dp2?

Solucao:

Sejam A e B os pontos A:=/¢1 Nl =[0:1:0]e B:=/¢sN¥l3=1[0:0:1]. Entdo o
conjunto L C P? de pontos equidistantes de A e B é a unido das duas rectas projectivas
de equacdo x1 — o =0e x1 + 22 = 0.



Com efeito, escrevendo X := [z¢ : 71 : 2] onde (xq, 71, 22) € R3 e ||(x0, 71, 22)|| = 1,
temos

dp2(X, A) = dp2(X, B) < arcos |((xo, x1,22),(0,1,0))| = arcos |{(zg, z1,x2), (0,0, 1))]
& [r1| = |z2].

(2 val.) d) Determine a transformagdo projectiva 7 : P2 — P? que verifica
T(ﬁl) :fg, T(fg) :Eg, T(Eg) :€4 S T(€4) :61.

Solucao: Como

£1ﬁ£4:[1:0:0], flﬂfgz[():l:(]}, fQﬂng[OZO:l] e €3ﬁ€4:[2:1:3],

temos que
T([1:0:0))=7(l1Nly) =7(l1)NT(ly) =LeNly =[0:1:0],
7([0:1:0)) =7(l1Nla) =7(l1)NT(le) =LaNl3=[0:0:1],
7([0:0:1)) =7(lanls) =7(l)NT(ls) =lsNly=[2:1:3].

Entdo, 7([zg : 1 : @2]) = [T (x0, x1,x2)] onde

0 0 2¢ o
T(xg,x1,22) = | a 0 ¢ 1
0 b 3¢ T9

com a,b,c# 0. Como 3N ¥y =[2:1:3], temos que

T([2:1:3]) =7(ls3Nly) =7(l3) NT(ly) =44 Nl =[1:0:0]

e entdo temos, por exemplo, a = —1/4, b= —3/2 e ¢ = 1/6, pelo que
0 0 1/3 xo
T(ZCo,xl,l’Q) = —1/4 0 1/6 Il y
0 -3/2 1/2 | \ o

ou seja 7([xo : w1 = x9]) = [dxa 1 —3xo + 222 1 —18x1 + 622

2. Para cada a € R considere a aplicacdo f, : C — C definida por

22+«
2) = )
fa(2) —3z+1
(2 val.) a) Determine os valores de « para os quais a restricido de f, a H é uma translagdo

hiperbdlica.

Solucdo: Como f, é uma transformagdo de Mobius com coeficientes reais, a sua re-
stricdo a H é uma isometria (directa) se e sé se 243 > 0, ou seja se e s6 se o > —2/3.



(2 val.)

(Lval.)

b)

Além disso, como oo nunca é um ponto fixo de f, (pois fq(c0) = —2/3), para que a
sua restricao a H seja uma translagdo hiperbdlica, é necessidrio que tenha dois pontos
fixos reais. Vejamos entdo quais os possiveis pontos fixos de f, em C. Como

2z 4+«

TH:Z@Z?’ZQ_'_Z‘FO[:O,

falz)=2z¢<

conclui-se que f, tem dois pontos fixos reais se e s6 se 1 —12a > 0, ou sejase < 1/12.
Assim, a restricdo de f, a H é uma translagdo hiperbdlica se e s6 se av €] —2/3,1/12].

Indique, justificando, uma isometria h : H — H tal que g := ho fogoh™! seja uma
translacdo hiperbdlica ao longo da recta de equagcao Rez = 0.

Solugao: Como g é uma isometria directa de H, serd uma translagdo hiperbdlica ao
longo da recta de equacdo Rez = 0 se e sd se o seu conjunto de pontos fixos em HUR
for {0,00}. Como

9(0) =0 & fo(h™1(0)) = h™(0) e g(o0) = 00 & fo(h™"(00)) = h™"(c0),
temos que h~1(0) e h~!(00) sdo pontos fixos de fy. Assim,

R=1(0) =0 h~

(0= (o

ou, equivalentemente,

Y
—~

8 o
~—

Il

\
ol

{Z(o)zo ou {h(O):oo.

(%) =00 h(—%)=0
Se h(0) =0 e h(c0) = —% temos, por exemplo, a isometria h : H — H definida por
h(z) = z 3z

Z+1/3 3241

Indique, justificando, quais as circunferéncias de C que s3o invariantes por fo.

Solucgao:

Se C é uma circunferéncia de C tal que fo(C) = C, entdo (considerando as extensdes
naturais de g e h a C) temos que h(C') é uma circunferéncia de C invariante por g, isto
¢ g(h(C)) = h(C).

Inversamente, se C' é uma circunferéncia de C invariante por g, entdo h~(C) é uma
circunferéncia invariante por fjy.

Assim, as circunferéncias de C invariantes por f, sdo exactamente as imagens por
h~! das circunferéncias de C invariantes por g.

Como g é uma translacdo hiperbdlica ao longo da recta de equacdo Re z = 0, temos que

g(z) =Xz, AeRT.

Se C' é uma circunferéncia de C que n3o passa em oo, é definida por uma equacio da
forma
|z — 20| =,



(2 val.)

com zp € Cer € RT, pelo que
Az — Azo| = Ar,

e entdo |g(z) — A\zo| = Ar. Conclui-se assim que g(C) é a circunferéncia de centro Az
e raio Ar. Se g(C) = C, entdo A = 1, o que é impossivel pois g ndo é a identidade.
Assim, g n3o deixa invriante nehuma circunferéncia de C.

Se C passa em oo entdo C' = £U{oo} (com £ uma recta de C) e £ intersecta o eixo real
num dnico ponto zg € R. Se C' é invariante por g, entdo, como g(R) = R, temos

9({20, 00}) = {20, 00}.

Como g(o0) = oo, temos que g(zp) = zp € entdo zp = 0 (ou seja C' passa na origem).
Conclui-se assim que as circunferéncias de C invariantes por g sao as circunferéncias
da forma C' = /U {0} onde ¢ é uma recta em C que passa na origem.

Consequentemente, as circunferéncias de C invariantes por f; sdo todas as cir-
cunferéncias de C que passam em —1/3 e em 0 (pois h~! leva circunferéncias em
circunferéncias e h~1(c0) = —1/3 e h=1(0) = 0).

Mostre que dg(z, fo(z)) € constante ao longo da recta hiperbdlica de equacio |2+ 3| = ¢.
Solugdo: Se dy(z, fo(z)) = k para todo o z na recta hiperbélica de equacio |z + &| =

%, entdo, escrevendo z = h™!(w) com w pertencente 3 recta hiperbdlica de equacdo

Rew =0, temos
i (2, fo(2)) = k & du (™' (w), fo(h™ (w))) = k & du (w, h(fo(h™" (w)))) = k
< dy(w, g(w))) = k.

Basta entdo provar que dy(w, g(w)) é constante ao longo da recta hiperbdlica de equagido
Rew = 0. Assim, escrevendo w = mi com m € Rt e

g(z) =Xz, AeERT,
temos que

C Pw—w| [ Ami—mi|  mi(A=-1)]  []A-=1]  |[A=1]
Cw—w  [Ami+mi|  mi(A+1)] [A+1] 0 A+1

Su(w, g(w))

é constante ao longo da recta hiperbdlica Rew = 0 e, consequentemente, dy(z, fo(2))
é constante ao longo da recta hiperbdlica de equagdo |z + %| = %.

Alternativamente podemos mostrar directamente que dp(z, fo(2)) é constante ao longo
da recta hiperbdlica de equagdo |z + %| = %. Com efeito, se z = x + iy pertence a esta
recta entao

1\ /. 1\ 1 , @ ) )
il )= —=0&3 = —3y~.
(z+6) (Z+6> 36 |2 —1-3 i Yy

Assim,

2:4+322—2 7 228z +1)(32+ 1)
62 pr— pu—
(2 fo(2)) 2z +3|z]2 -z |3yi|?

2P+ 6z +1)  —z(Bz+1) 3y 1

992 27y2 2Ty?2 9’



(1.5val.)

(1.5val.)

(3val.)

3. Diga, justificando, se as seguintes afirma¢des sdo verdadeiras ou falsas:

a)

b)

Dada uma recta hiperbdlica ¢ C H, se f,g : H — H s3o duas isometrias tais que
f(0) =g(f) =4, entdo f e g comutamie. fog=go f.

Solucao: (F)
Seja { a recta de equacdo Rez = 0. Entdo, por exemplo, as isometrias

f(z) =Xz, AeRT\ {1} (uma translagdo hiperbdlica n3o trivial ao lonfgo de £)

g(z) = (a reflexdo na recta hiperbdlica de equagdo |z| = 1, perpendicular a ¢)

0| =

deixam /¢ invariante e ndo comutam pois

Fog)m) =2 e (gof)(e) =

E .

N

Quatro pontos distintos z1, 29, 23, 24 € C pertencem a uma mesma circunferéncia de C
se e sO se a sua razdo cruzada é um ndmero real.

Solucao: (V)

Se 21, 29, 23, 24 pertencem a uma circunferéncia C de C, entdo f(z1), f(22), f(23), f(z4)
pertencem a uma circunferéncia C’ de C (pois as transformagdes de Mobius levam cir-
cunferéncias de C em circunferéncias de C). Como f(21) = o0, f(22) =0e f(z3) =1,
temos que C' = R, e entdo f(z4) € R.

Inversamente, se w; = f(z;) € R parai=1,...,4, entdo, como R é uma circunferéncia
de C, conclui-se que os pontos f~!(w;) = z; pertencem a uma circunferéncia de C.

4. Sejam (1, Cs e C3 circunferéncias de C tais que Cs intersecta C3 num dnico ponto P,
C intersecta C'3 num dnico ponto ) e C; intersecta C5 num tnico ponto R. Seja C a
circunferéncia que passa nos pontos P, () e R. Mostre que C é perpendicular a C, Cs e
(3. Sugestdo: Comece por considerar uma inversio numa circunferéncia de centro R.

Solucao:

Seja f uma inversdo numa circunferéncia de centro R. Como C; e (5 passam em R, as
suas imagens por f s3o duas circunferéncias de C que passam em oo, pelo que

f(C) =tU{x} e f(Cy)=mU{oo},

onde £ e m s3o duas rectas de C. Além disso, como C7 N Cy = R, temos que

f(C1) N f(C2) = {oo},



pelo que £ N'm = & (ou seja, £ e m sdo duas rectas paralelas de C).

Como C'3 ndo passa em R, temos que f(C3) é uma circunferéncia de C. Além disso,

F(C)nt=[f(Q) e [f(C3)nm=f(P).

Assim, a circunferéncia f(Cs3) é tangente a £ e a m e f(P)f(Q) é um didmetro de f(Cs).

Como a circunferéncia C' passa em R, temos que f(C) é uma circunferéncia de C que passa
em oo, pelo que f(C) =rU{oco}, onde r é uma recta de C. Além disso,

fO)ynt=rnt=f(Q) e f(C)Nm=rnm= f(P).
Conclui-se assim que r é perpendicular a f(C3), em f(P) e f(Q), e perpendicular a f(C1)
e f(C2) em f(Q) e f(P) respectivamente.

Como f preserva angulos conclui-se que C' é perpendicular a Cq, Cy e C3 em P e Q).

Para mostrar que C' é perpendicular a C7 e Cy em R podemos considerar por exemplo uma
inversao numa circunferéncia centrada em P e repetir o argumento anterior.

f(C,)

f(C)




