Analise Matematica III
1° semestre de 2002/2003

Exercicio teste 6: (a entregar na semana de 28/10/2002)
Uma particula pontual de carga eléctrica ¢ = 3 estd mergulhada num

campo eléctrico dado pela expressao !
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E(z,y,2) = (2*4+y*+22) (v, v, z)—i—( O> +(—y,x,€).

A particula foi obrigada a percorrer um circuito composto por trés curvas
C1, Oy, C5 definidas por:

Cr={(z,y.2) €R*: (x = 1)’ +y* = 1,2 =3},

Cy={(z,y,2) ER®:2® +(y ~1)° = 1,2 = 3},
Cy={(z.y,2) ER*:x=y=0,3<z<4}.

1) Sabendo que a particula percorreu C; e Cy no sentido anti-horario (do
ponto de vista de um observador colocado no ponto (0,0, 10)) e C3 no
sentido ascendente, calcule o trabalho que a forca eléctrica foy. =q- F

realizou sobre ela.

2) Seréd o campo F um gradiente no seu dominio ?
Sugestao: Tente entender a estrutura do campo vectorial E decompondo-
o em campos mais simples. Nao tente fazer as contas todas directamente

pela definicao. Se quiser utilize directamente o teorema de Green no plano

nalguns passos, embora tal nao seja estritamente necessdario.

Resolucao:

INa verdade, para que este E satisfizesse as equacoes de Maxwell do electromagnetismo,
seria também necessaria a presenca de um campo magnético varidvel no tempo; esse
campo também actuaria sobre a particula mas sem realizar trabalho, uma vez que a
forca magnética fnqag = qu X B é sempre perpendicular as trajectérias, como certamente

aprendeu em electromagnetismo.



1) Seguindo a sugestao vamos decompor o campo vectorial E na forma
E:E1+E2+E3+E4 com

_ _1)
Ero— (22 4+ o + 22)3 B — Yy (z 0
1 (ZE +vy +2) (x,y,Z), 2 (x_1)2+y2’(x_1)2+y2’ ’

Es = (—y,2,0), Ey=(0,0,€%).
Temos entao que o trabalho da forca eléctrica serd,
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Vamos analisar o trabalho de cada um dos E; ao longo dos C;.

O campo FE; é radial, ou seja Fi(x,y,z) é da forma g(r)(z,y,2), com
r= /22 + 2+ 22 e g(r) = 5. E facil de verificar que 0,(E}), —y(E1), = 0,
0z (Er), — 0.(Ey)y = 0 e 0y(Ey), — 0.(Ey), = 0, pelo que E; é um campo
fechado. E também um campo de classe C! com dominio em R?. Logo, é um
gradiente e existe um potencial ¢ tal que E; = V¢. O potencial ¢ é tinico a
menos de uma constante aditiva e teremos d,¢ = g(r)z e analogamente para
as derivadas em y, z. Observando que 0,7 = z/r, obtemos d¢/dr = rg(r) =
r" e podemos tomar ¢(z,y, z) = r8/8.

O trabalho de E; ao longo de C e de (5 serd zero porque o trabalho
de campos gradientes ao longo de caminhos fechados é nulo. Quanto a Cj,

aplicando o teorema fundamental do calculo,
1
[ Bi=0(0.0.4) - 6(0.0.3) = S(4° - ).
Cs 8

E f4cil de verificar que s é também um campo fechado. No entanto, o seu
dominio é R3\{eixo = = 1,y = 0} que nao ¢ simplesmente conexo. A curva C}
dé a volta ao eixo definido por x = 1,y = 0 pelo que nao podemos garantir que
90, B2 = 0 De facto, parametrizando C; com h(f) = (1 4 cos(6),sen (6),0),
g € [0, 2],

]{ Ey = /%(—sen (0),1+ cos(6),0) - h'(0)dd =
o 0

/ (—sen (#), 1+ cos(#),0) - (—sen (), cos(d),0)dd = 27 # 0,

0

2



onde se utilizou que fozw cos(0)dd = 0.

Logo, F, nao é um gradiente no seu dominio. Por outro lado, a curva
fechada C5 nao da a volta ao eixo dos z, ou seja, no dominio de E, ela é
homotoépica a um ponto. Uma vez que Ey é um campo fechado temos de
imediato fCQ E,=0.

A curva C3 é vertical. A componente z do campo FE, é nula. Logo,
) o, B2 =0. O mesmo argumento indica que também sz Es=0.

O campo FEj5 nao é fechado porque 0,(Es), — 0,(E3), = 2 # 0. Uma
vez que as curvas fechadas C] e (5 sao horizontais assim como o campo Fjs,
para calcularmos fﬁCl Ese fcg E3 vamos aplicar o teorema de Green no plano,
restringindo-nos ao plano horizontal z = 3 e ignorando as componentes em

z (que sao nulas). Temos, pelo teorema de Green, e uma vez que o dominio
de E3 é R3,

j{ Es = // (0:(E3)y—0y(E3),)drdy = // 2dxdy = 2(area int. Cy) = 2.
C1 int C int Cq

Do mesmo modo obtemos §Cl Es = 2m.
Finalmente, consideramos o campo Ey. O seu dominio é R3, é um campo
fechado e é portanto um gradiente com E, = V¢ para um campo escalar ¢.

Escolhendo (a menos de cosntante aditiva) ¢(z,y, z) = €*, temos

/ E4 = 90(07 074) - @(Oa 07 3) = 64 — 63.
Cs

Por outro lado, mais uma vez, as curvas Ci,Cy sao horizontais e F; é um
campo vertical, pelo que fCl E,= §C2 E,=0.
Somando todas as contribuigoes e multiplicando pela carga eléctrica ¢ = 3

obtemos o trabalho da forca eléctrica

3 4
1
W:3ZZ/C.EJ-:3(5(48—38)+27r+27r—|—27r—|—e4—e3).

i=1 j=1

Este trabalho é positivo e podemos portanto concluir que a energia cinética
da particula aumentou durante o percurso.

2) Temos, por exemplo, que §. E = ¢, (E2 + E3) = 47 # 0. Logo, E

nao ¢ um gradiente.



