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1. (Espiral logaritmica)
Considere a espiral logaritmica definida pela parametrizagao

g(t) = (e cost,e'sint), t € R.

Esta curva pode ser decomposta em segmentos de t=2nw até t=2(n+1)m
com n € Z. Qual a racio entre o comprimento de um destes segmentos

e o comprimento do segmento anterior?

2. (Curva de Viviani)
Considere o cilindro C' = {(z,y,2) e R*: 22+ (y —1/2)> =1/4} e a
esfera unitdria S = {(z,y,2) € R® : 2% +y? + 22 = 1}.

a) Esboce a curva I' de interseccao destas duas superficies.

b) Calcule a massa de um filamento metélico com a configuracao de

I', sabendo que a densidade de massa por unidade de comprimento

éf(x7y7z): 1+y'

Resolucao:

1. O comprimento de um segmento I';, de t = 2n7m até t = 2(n + )7

(n € Z) é dado pelo integral de linha

2(n+1)w

comp(T'y) = | ds= RIS

Como ¢'(t) = (e!(cost — sint),e'(sint + cost)), temos ||¢g'(t)|| = V2!
e, entao,

2(n+1)m
COHlp(Fn) _ / \/iet dt — \/5 [et} 2(n+1)7 _ \/5(62(n+1)7r B 62n7r)
2

2nm
n

— \/§€2n7r (627r . 1) )
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Assim, a racio entre o comprimento de um destes segmentos e o seg-

mento anterior é a constante

comp(Ty) VA1),
comp([_1)  /2e2(n=Dr(e2m — 1) '

a) A curva de intersecgao das duas superficies pode ser observada na

figura seguinte:

b) A massa do filamento metélico é dada pelo integral de linha

M= [ ras

Para calcular este integral precisamos de determinar uma parametrizacao
para a curva I'. Como esta curva é a interseccao da esfera com o

cilindro temos

Pyt 422 =1 Pyt =1
2 12 1 = 2 2 1_1 =
x+(y 2)_4 x+y y+4_4

2 2 2 _ 1
{:c-i—y + z I —

P tyt=y
Utilizando, por exemplo, coordenadas esféricas obtemos

= rsin¢cosd
= rsin¢sinf

Z = Tcoso,



com 0 < #,¢ < w. Como sobre a esfera, r = /22 + 42+ 22 = 1,

temos
r = sin¢cosh

y = singsinf
zZ = coso.
Além disso, em cada ponto de I' temos y = 1 — 22, pelo que

sin gsinf = 1 — cos? ¢ = sin® ¢,

o que implica que sinf = sin¢. Consequentemente, como z? =
1 —y, temos 22 = 1 —sin?f = cos?f, pelo que z = +cosé.

Obtemos, entao, a parametrizagao:
g(0) = (sin@cos 6, sin? 6, cos (9) , 6€10,2n],

onde se utilizou o facto de que — cos@ = cos (7 + 0).

Assim,

g(0) = (Cos2 0 — sin? 6, 2sin 6 cos f, — sin 9) = (cos 20,sin 20, —sin 0) ,

g/ (0)]| = VI+sin®d e

1
V1 +sin26’

pelo que a massa do filamento é dada por

M = ds = \/1—i—sm d@-/ 1d0 = 27.
/f / V1 +sin’ 0

Nota: Alternativamente, poderiamos ter obtido a mesma parametrizacao

fg(0)) =

utilizando coordenadas cilindricas
= pcosf
= psinf
z = z.
Como em T, 2% + y* = y, temos p? = y = psinf, o que implica
que p = sinf. Entdo, 22 = 1 —y = 1 —sin?§ e obtemos novamente

a parametrizacao:

g(0) = (sinfcosf,sin 6% cosf) , 6 € [0,2m].
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Uma outra parametrizacao poderia ser obtida da seguinte forma:

Como a projecgao da curva I' no plano xy é simplesmente a cir-

cunferéncia de centro (0,%) e raio 2

12 2
(y — %)2 = i e z = 0, podemos pensar em coordenadas cilindricas

relativamente ao eixo do cilindro. Podemos, entao, parametrizar

dada pelas equacoes: z2 +

a curva de projec¢ao com um angulo polar 6 € [0, 27]:

(z(0), (y(0)) = (% cos 0, % + % sin 0) :

e depois usar a expressao z = +/1 — 22 — y? para obter uma
parametrizacao da metade de I' no hemisfério norte:

1 1 1 1 1
g(0) = §COSQ,\§+§Sinej, é—asine , 0€0,27] .
R/—/ - N -~ J/
z(6) y(9) 1—2(0)2—y(6)2

Para esta parametrizacao tem-se

_ 1 1 —cosf
g/(e) = (—551n0,50080,4_7ésme>
lg @) = /22 e
1 o
/3 1 / 3+sin O .
5"‘581119 —+2

Por simetria do filamento, a massa da por¢ao no hemisfério norte

[SIEg

¢é metade da massa total. A massa dessa porcao é

3+sm0
M _ \/ 2
f= /f )Ilg'(0 Ide_/ de_/ ~df = 7.
2 In{z>0}

3+sm 0

Logo a massa total é M = 2.



