Anilise Matematica ITI
12 semestre de 2002/2003

Exercicio teste 4 (a entregar na aula pritica da semana de 14/10/2002)

1. Esboce a regido S = {(z,y,2) € R® : 22 + 92 — 22 < 4,22 + 42— 422 > 1} e
calcule o seu volume.

2. Resolva um dos seguintes exercicios:

2a. Determine o volume do elipsdide
E={(z,y,2) € R :32% + 2% + 2* < 1}.

2b. Seja R C R? uma regido plana, situada no semiplano z > 0, com
centréide (Z,7). Mostre que o volume do sélido de revolugdo S C R®
que se obtém quando se roda R de 360 graus em torno do eixo Oy é

dado por
v(S) = 27T A(R),

onde A(R) é a 4rea de R.

Resolucao

1. Para esbogar a regido S observamos que possui simetria axial em relagdo ao
eixo Oz. Assim, é natural tomar uma mudanca de coordenadas g : R® — R3
para coordenadas cilindricas (p, 0, 2):

97 (S) ={(p,6,2) € R : p* —2° < 4,p* — 42> > 1,0 < 6 < 2},
As curvas p? — 22 = 4 e p? — 422 = 1 sdo hipérboles que se intersectam em
4422 =1442° & 2 ==+1.

No plano (p, z) temos entdo:




A regido S é obtida rodando esta regido em torno do eixo Oz:

Assim, podemos calcular o volume da regido S em coordenadas cilindricas da

seguinte forma:
v(S) = /// ldzdydz
s
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2.a Usamos uma mudanca de coordenadas g : R> — R3 para coordenadas elipséidais
(r,0,¢). Estas mais ndo sdo que uma simples generalizagio de coordenadas

esféricas:

z= \/Lgrsen () cos(8)

y= \/iirsen (¢)sen (6)
z =1 cos(p)

Calculamos o determinante da matriz Jacobiana desta transformacdo de forma
andloga ao de coordenadas esféricas, obtendo:

| det(g'(r,6, )| = % sin(p).

E claro que nestas coordenadas o elipséide é descrito por:
9 (E) ={(r,0,9):r=1,0<60 <21, 0<p <7}

Assim, o volume do elipséide é dado por:

v(E) =///E1dmdydz
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2.b) Quando rodamos a figura plana R C R2, situada no semiplano = > 0, de
360 graus em torno do eixo Oy, obtemos uma regido S C R® que possui
simetria axial em relagdo ao eixo Oy. Assim, é natural usarmos uma mudanca
de coordenadas g : R*> — R® para coordenadas cilindricas (p,6,y) a fim de
calcular o volume de S. Note que o eixo de simetria é Oy e ndo Oz (como é
habitual em coordenadas cilindricas):

x = p cos(f)
y=y
z = psen (6)

Em coordenadas cilindricas a regido S é descrita por

97(S) ={(p,0,y) : (p,y) €ER, 0 <0 <27}

Temos pois que o volume de S é dado por:

v(S):///Slda:dydz
=///Q_I(E)pdpdt9dy

- /02" (//depdy> .

Se identificarmos & = p o integral duplo pode ser expresso na forma:

//depdy=A(R)ﬁ//}zmdmdy=A(R)j_

onde A(R) é drea da regido R e Z é a primeira coordenada do centréide de R.
Concluimos entdo que

v(S) = 217 A(R),

como pretendido.



