Analise Matematica II1
1° semestre de 2002/2003

Exercicio teste 13
(RESOLUCAO)

Considere a superficie (2-variedade):
S={(z,y,2) eER3: 2?2 + 22 =9* 1<y <2},
e o campo vectorial F : R® — R3 dado por
F(z,y,2) = (ze¥, —2¢eY, zeY).

Calcule o fluxo |, ¢ F - v segundo a direcgao da normal v que tem segunda com-
ponente negativa, de trés formas distintas:

(a) pela definigao de fluxo;
(b) utilizando o Teorema da Divergéncia;

(c) utilizando o Teorema de Stokes.

(a) A superficie S é uma porgdo de um cone como esbogado na seguinte
figura:

Consideremos a seguinte parametrizagao do cone:

g(r,0) = (rcosf,r,rsinf), 1<r<2, 0<6<27.



Como

@ X @ = (rcos@, —r,rsind),

or 00
esta parametrizagdo induz a normal v correcta. Assim obtemos que o fluxo é
dado por:
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//SF-I/—/l/O F(g(r79))~gx%d9dr
2

2
2
= / </ (re” cos @, —2re",re" sinf) - (rcosf, —r, rsin 9)d9> dr
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= 27T/ (r? + 2r)e"dr = 2m(4e? — ).
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(b) Observe que div F' = 0 logo o Teorema da Divergéncia mostra que

//F-V+/ F'V+// F-v=0,
S To T

onde Ty e T3 sdo os discos (tampas) que conjuntamente com S delimitam a
regiao R = {(x,y,2) € R3 : 2% + 22 <% 1 <y < 2}, e v é a normal exterior a
R.

Para calcular o fluxo através de Ty observe que a normal a Ty é v = (0, —1,0),
logo F(z,1,z) - v = 2e. Assim:

/ F'V:// 2e = 2me.
Tg T()

Para calcular o fluxo através de Ty observe que a normal a T é v = (0, 1,0),
logo F(x,2,2) v = —2e2 Assim:

/ F-V:// —2¢% = —8me?.
To Ty

Obtemos novamente:
//F'V:—// F'V—// F v =2n(4e* —e).
S To T

(c) Como F é um campo vectorial em R? com divergéncia nula, sabemos
que F' = rot A, para algum campo vectorial A. Se procurarmos um potencial
vector da forma A = (A1, 0, A3) obtemos o sistema

9As _ .y
oy = Te
A1 _ 0As _ _ 9,y
0z oxr 2e
_0A, _ y
dy = ze’.

que admite a solugao
A= (—z€e,0,zeY).



Pelo Teorema de Stokes:

//F-u://rotA-V: A-dgo + A -dgy,
S S Co C1

onde Cy e Cp sao as circunferéncias que limitam os discos Ty e 77, com as
orientagoes apropriadas.
Para Cy uma parametrizagao com a orientacao apropriada é dada por:

go(t) = (cost,1,—sint), 0<t <2

Assim, calculamos:

2m

A-dgo= [ Algo(t)) - go(t)dt
Co 0

27
= —/ edt = —2me.
0

Por outro lado, para C; uma parametrizagao com a orientagao apropriada é
dada por:
g1(t) = (cost,2,sint), 0<t<2m.

Assim, calculamos:

2m

A-dg, = A(ga1(t)) - g1 (t)dt
Cq 0

2
:/ 4e%dt = 8me?.
0

Concluimos novamente que:

//F-V: A-dgo + A-dg, = 27m(4€* —e).
S Co C



