Analise Matematica 111
1° semestre de 2002/2003

Exercicio teste 10: (a entregar na semana de 25/11/2002)
(Superficie de revolu¢dao) Seja M uma superficie de revolucao obtida por
rotagao em torno do eixo Oz, de uma curva no plano Oz que nao intersecta

o0 eixo de rotagdo. Seja

v(t) = (r(t),0,h(t)), tel

uma parametrizacao injectiva dessa curva no plano zOz, onde r e h sado
funcgoes de classe C! num intervalo I C R, () > 0 e 7/(t) e A'(t) ndo se

anulam simultaneamente.
a) Quais as variedades obtidas quando
i) v(t) = (sint,0,cost), t €]0,n];
i) y(t) =(1,0,t), t€R;
iii) v(t) = (¢,0,t), t€]0,4o0].
b) Mostre que a aplicac¢ao g : Ix]0,2n[— M definida por
g(t,0) = (r(t) cosb,r(t)sinb, h(t)),

é uma parametrizacao de M.

Sugestao: Utilize o facto que, para a,b # 0, os vectores a(cos 6, sin 0)

e b(—sin, cosf)) sdo linearmente independentes em R2.

c¢) Determine o espaco tangente a M num ponto da forma (0,7 (t), h(t))
(i.e. quando # = 7) e dé uma base deste espaco para cada um dos

exemplos de a) num ponto com ¢t = /2.
Resolugao:

a) i) A curva representada por 7y é a semi-circunferéncia no plano zOz
definida por y =0 e 22 4+ 22 = 1 com = > 0. Assim, a variedade
obtida por rotagdo desta curva em torno do eixo Oz é a esfera

unitdria em R? sem o pontos (0,0,1) e (0,0, —1):

M = {(x,y,2) € R®: 2% + 4% + 2% = 1}\{(0,0,1), (0,0, —1)}.



ii) O caminho v representa a recta vertical no plano zOz definida
por x =1 e y = 0. A variedade obtida por rotagao desta curva

em torno do eixo Oz é o cilindro 2% + y? = 1.

iii) A curva representada por 7y é a semi-recta no plano Oy definida
pory=0e z=2x com z > 0. A variedade obtida por rotagao
desta curva em torno do eixo Oz é o cone z = \/x2 + y2 sem o

seu vértice:
M ={(z,y,2) € R®: 2 = V2% + y2}\{(0,0,0)}.

b) A aplicagio g : Ix]0,2r[— M é de classe C! (as funcdes r e h sdo de
classe C1) e injectiva. Com efeito, se g(t1,01) = g(t2, 02), entdo

r(t1) cos 6y = r(ta) cosbo
’I”(tl) sin 91 = T(tQ) sin 92
h(t1) = h(t2).

Assim,
r2(t))cos? 0y = 12(ty)cos? By
r2(t1)sin? 0, = r2(t3)sin® 6y,

pelo que r2(t;) (cos2 6, + sin? 91) = 72(t9) (cos2 0y + sin? 92), ou seja
r2(t1) = r%(t2). Consequentemente, r(t1) = r(t2) (pois r > 0). Como,
além disso, h(t1) = h(t2) e 7 é injectiva, concluimos que t; = ty e

entao g € injectiva.

Vamos agora mostrar que Dg é injectiva.

r'(t)cos® —r(t)sinf
Dg(t,0) = | 7'(t)sin® r(t)cosb
R (t) 0

Se B/(t) # 0, entao as duas colunas de Dg s@o claramente linearmente
independentes. Se h/(t) = 0, entao 7/(t) # 0 pois 7/(t) e h'(t) nao se
anulam simultaneamente. Como, além disso, r(t) # 0, os vectores
r'(t)(cosf,sinfd) e r(t)(—sinf, cosf) sdo linearmente independentes
em R? e entdo as duas colunas de Dg sio linearmente independentes.

Conclui-se assim que, em ambos os casos, Dg ¢ injectiva.



¢) O espaco tangente de M num ponto é gerado pelas colunas da matriz
Dg nesse ponto. Assim, num ponto da forma (0,7(t), h(t)) (i.e. com
0 = m/2) temos

0 —r()
Dg(t,m/2) = | 7'(t) 0 ,
R (t) 0

e entao o espago tangente correspondente é dado por:

T(O,r(t),h(t))M = E{(O? T,(t)a h,(t))a (—’l"(t), 07 O)}
= {a(0,7'(t), () + B(=7(2),0,0), o, 3 € R}.
No exemplo a) i) temos, num ponto com ¢t = /2,

r(r/2) = sin(w/2) =1 h(m/2) = cos(m/2)=0
r(r/2) = cos(m/2) =0 W(rw/2) = —sin(n/2)=-1.

Assim, (0,7(t),h(t)) = (0,1,0) e o espago tangente correspondente
T(O,I,U)M = [‘{(Oa 0, _1)7 (_17 0, O)}

é o plano y = 0.

No exemplo a) ii) temos, num ponto com ¢ = /2,

r(r/2) = 1 h(m/2) = x/2
r(r/2) = 0 W(m/2) = 1,

pelo que (0,7(t), (1)) = (0,1,7/2) e

To,1,7/2)M = £{(0,0,1),(-1,0,0)}
¢ novamente o plano y = 0.
No exemplo a) #ii) temos, num ponto com t = 7/2,

r(n/2) = 7/2 h(m/2) = m/2
r'(n/2) = 1 W(n/2) = 1,

pelo que (0,7(t),h(t)) = (0,7/2,7/2) e 0 espago tangente correspon-

dente
T(0,7r/2,7r/2)M = [,{(0, 1, 1)a (*7{-/2’ 0, 0)} = 'C{(Ov 1, 1)7 (17 0, 0)}

¢ o plano y = z.



