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Justifique todas as respostas e apresente todos os calculos que tiver que efetuar
1. Seja ¢ a fungao definida por ¢(z) = /1 —x — 1, para z < 1.
(a) Analise o condicionamento do problema do célculo de ¢(z) nos casos em que
(Jrzx0e(i)zrlex<l.
(b) Proponha um algoritmo estavel para o calculo de ¢(x) num sistema de ponto flutuante
quando z = 0.
2. Considere a equagao
p(z)=2° -1
onde ¢ esta definida na questao 1.
a) Mostre que a equagdo tem uma tunica solugdo real z e que esta pertence ao intervalo
Most Gao t (ani luca 1 t t int 1
[0, 1].
(b) Mostre que z é ponto fixo da fun¢ao g : R — R definida por

g(x) =1—2°.

O método do ponto fixo com a fungao iteradora g podera convergir para z, pelo menos
localmente?

(¢) Mostre que o método iterativo

1+ 528

ST —0,1,2,..
1+ 623 "

Tp4+1 =

com iterada inicial g = 1 pode ser usado para aproximar z. Qual a sua ordem de
convergéncia?

(d) Utilize o método da alinea anterior para obter um valor aproximado de z com um erro
inferior a 1073,

3. Considere o sistema linear Az = b onde ||bl|oc > 1 €

1 2
A= [2 3.999] '

O vetor b foi perturbado, tendo a solucdo & do sistema correspondente apresentado um
residuo AZ — b tal que ||AZ — b||oo < 1074, O que pode dizer sobre o erro relativo de ?
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1.

(a)

Resolucao

Como

o numero de condicao de ¢ dado por
x

Po(®) = 5 A= = Vi=w)

(i) Atendendo a que limg_0 pg(z) € da forma J podemos usar a regra de Cauchy para
determinar o limite. De modo alternativo, escreve-se

z(1++v1—x) R VA

py(r) = W —z(1—vVI—2)1+V1—2x) 2V1—z

pelo que [pg(x)| = 1 quando = = 0 e o problema é bem condicionado.

(z €] = 00, 1[\{0}).

(ii) Como

lim [pg(2)] = +o0

r—1—
conclui-se que se x &~ 1 e x < 1 entdo |py(x)| é muito grande, pelo que neste caso, o
problema é mal condicionado.

Atendendo a que, para x = 0, se tem
vi—-z=1

devemos modificar a expressao de ¢(x) de modo a evitar cancelamento subtrativo. Mais
concretamente,
Vi—-z-1)(/1—z+1) -z

o) = JI—z+1 T l-z+1

e podemos calcular ¢(x) através do algoritmo

wy =1—2z, wy= w, ws=we+1, wy=—x/ws,
onde nao ocorre cancelamento subtrativo quando x =~ 0.

Tem-se

d)(az):x?’—l/\xg leaVi—z=23r2<1.
Como /1T —2 > 0 para todo o z < 1 e 2® < 0 se z < 0, a equacdo nao tem raizes
negativas.
A equagao que pretendemos resolver pode-se escrever na forma ¥ (x) = 0 com ¥ (x) :=
V1 — 12— 23 e, como ja verificAmos, basta procurar a solu¢ao no intervalo [0, 1]. Tem-se

(0) x (1) = 1 < 0

e portanto existe uma soluc¢ao em [0, 1]. Como

1
(2) = ———— —322 <0, Vz < 1,
Y(@) =g 7= 3 x

existe apenas uma raiz da equagao.



(b)

Tem-se
px)=2>—1Azc[0l]<=Vi-z=2> A2z c[0,]<=1-z=2Az€[0,1]

—ax=1-2r2€]0,1],

0 que mostra que z é ponto fixo de g.
E facil ver que ¢'(z) = —62° e

1
g (z)| = 62° > 1, Vo > {’[6 = 0.698827

Uma vez que ¥(0.698827)y (1) < 0 tem-se z €]0.698827,1[ e |¢'(z)| > 1, ou seja, z &
ponto fixo repulsor de g. Logo, o método do ponto fixo x,11 = g(x,), n = 0,1,2, ...,
nunca vai convergir para z, nem sequer localmente numa vizinhanca de z (a menos que
por acaso xp = z, para algum k € Np).

Comecamos por mostrar que o método iterativo dado corresponde & aplicacao do método
de Newton a equacgao
P+ —1= 0,

a qual é equivalente & equagio /1 —x — 2 = 0 quando x € [0,1]. De facto, com
f(z) == 2%+ 2 — 1 a formula iterativa

_ flzn)
T = )
n
fica
28+, — 1
Tl =T = ZEE T
n
ou ainda, simplificando a expressao do segundo membro,
- _ 528 +1
T s 1

A funcio f(z) := 2%+ — 1 é de classe C? em [0.75, 1] com
fl(x) =62"+1,
f"(x) = 30z*.

Tem-se
£(0.75)f(1) <0

e é claro que
f(z) >0, f(x) >0, Vo € [0.75,1].

Como f(1) =1 > 0 tem-se ainda

F)F"(x) > 0, Va € [0.75,1] .



Assim, a fun¢ao f e a iterada inicial o = 1 satisfazem as quatro condigoes suficientes de
convergéncia do método de Newton no intervalo [0.75,1]'. Nestas condicdes garante-se
também que o método de Newton tem convergéncia quadratica, uma vez que

e L
n=oo |z —z,? 2[f'(2)]
(d) Com zy = 1, obtemos:
5af + 1 529 +1 525+ 1
vy = 200 0857143, mp = oL 0780952,  my = oo2 o — (0.778373.
6xg + 1 6x] +1 6xy + 1

Agora, atendendo a que f’ é positiva e crescente em [0.75, 1], vem

| f(z3)] | f(z3)] 3 3
: < =0.317183 x 1077 < 10" °.
mingepo.75,1] | /()] — f(0.75)

|z — x| <

3. Tem-se

12 _1 [—3999 2000
A= [2 3.999] ed = [2000 —1000}

pelo que
condao (A) = [|Allso|A ™ |loo = 5.999 x 5999 = 3.5999 x 10,

De ||blloc > 1 € ||AZ — b||oc < 10~% obtém-se

Ib—blloo _ | AZ — blloo
103 ]l00 = =
’ 1Bl 16]]00

<1074
Recordando que
10z ]l00 < condeo(A)[|6]loc

vem
10|00 < 3.5999 x 10* x 107* = 3.5999

pelo que o erro relativo de  pode ser muito grande.

! Aqui também podemos usar o intervalo [0, 1].



