Mestrado em Matematica e Aplicagoes — Instituto Superior Técnico
Analise Numérica Funcional e Optimizacao

Exame — 3 de Fevereiro de 2017

1° Teste

1. Seja H um espago de Hilbert e seja T' € L(H). O operador linear continuo T* : H — H, definido por
(Tu,v) = (u, T*v) Vu,ve H,
diz-se operador adjunto de T. Mostre que existe (I + T*T)~L. [2.0]

2. Seja V um espago de Banach, T' € £L(V') um operador tal que ||T']| < 1e f € V. Mostre que a equacao
(I —T)u = f admite uma solugao unica u € V' e que a sucessao {u,} definida por

ug €V, Up=f+T U1, n=12...
converge para « quando n — 0o. [2.0]

3. Considere a seguinte equagao diferencial de valor inicial
t)u'(t)
u”t:L+2, 0<t<1,
®) 14+ u?(t) (1)
u(0) =«a, u/'(0)=4.

a) Escreva o problema (1) na forma u = T'(u), em que 7' : V. — V, com V = ([0, 1], é um operador
integral de Volterra de segunda espécie. [2.0]

b) Prove que o operador 7" tem um e um s6 ponto fixo u € V. [2.0]

4. Considere o sistema nao linear F(z,y) = 0 em que

3 2

o+ xy

F(x,y) = 2
@ = | LriY @
Mostre que o método iterativo de Newton converge para a solucio z, = [0 0] do sistema (2) qualquer
que seja a aproximacdo inicial da forma z(?) = [a a]”, a € R. Determine a ordem de convergéncia da

iteragao. [2.0]

Sugestao: Note-se que
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i. Normas matriciais (4, B € RV*Y)

N N
Al = e Sl Al = (AT, Al = max el 4l =
=1 7=1
. T T N
|4B]r < min {4l Bz, |41 Bl low” o = JouT e = ollflwlle ¥o.w e RY.
ii. Método do ponto fixo num espaco de Banach V
T:V->V, T(u) =u, Unt1 = T(up), n=0,1,....
lo = vniillv < aflu—ullv, o —unpally < 7= llunts —unlly,  n=01,...

iii. Método de Newton em espagos de Banach
F:U—-V, F(u)=0.
Escolher ug € V tal que F'(ug) # 0. Paran =0,1,...

1. Resolver o problema linear F'(uy) Au, = —F (uy,)

2. Fazer up41 = un + Auy, .
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2° Teste

1. Considere o funcional quadratico f : RN — R dado por f(z) = 27 Az 4+ bz + ¢, onde A € RV*N ¢
uma matriz simétrica e definida positiva, b € R e ¢ € R. Mostre que f(x) — + 0o quando ||z| — oo,
i.e. mostre que a fungdo f é coerciva. [1.5]

2. Considere o seguinte problema de minimizag¢ao com restri¢oes

min ||z — zol|3 sujeito a 1—2TAz>0. (3)
€RN

onde A € RV*N ¢ uma matriz simétrica e definida positiva e g € RY & tal que ;UOTAJJO > 1.
a) Escreva as condigoes KKT do problema. [1.0]
b) Mostre que a solugao global ¢ dada por

T, = (I +XA) 1z,

onde \* > 0 satisfaz a equagao f(\) =1, com f(\) = 2d (I + ANA)"LA(I + ANA)Lag . [1.5]
c¢) Resolva o problema quando A = I. [1.5]

3. Considere o seguinte problema de minimizagdo com restrigoes

| X N
mﬂl@r}V 3 Zx? sujeito a ij =1, (4)
xe j=1 =1

onde z = (z1,...,zN).

a) Escreva a fungao de penalizagao quadratica Q(z; ) para o problema (4) e calcule o gradiente V,Q(z; i)
e a matriz Hessiana V2Q(x, 1) da funcio Q(w; ). [1.5]

b) Mostre que, para cada p > 0 fixo, o problema de minimizagdo sem restricoes min,cpn Q(z, i)
admite uma e uma s6 solugao e que essa solugao ¢ global. [1.0]

c) Considere o problema de minimizac¢do da func¢do de penalizagdo quadratica Q(z,u1). Aproxime a
solugdo do problema mingep2 Q(x, 11) pelo método da descida maxima. Considere u; = 1, g = [0 0]7
e efectue uma iteragao. [2.0]



1° Semestre 2016,/2017 — Formulario (2° Teste)

i. Minimizacao sem restrigoes min, cpn f(2)

Método de descida maxima
Escolher zg € RY. Para k =0,1,...

Fazer xpy1 = xp — ap Vf(x), em que o > 0 resolve o problema de minimizagao

min f(zr — o,V f(zk)) .

ap>0
Estimativa do erro:

AN — A1

2
i NECORFCS ]

Fewn) - fla)] < (

onde 0 < A; < ... < Ay s@o os valores proprios de H(xy).



