Seccao de Matematica Aplicada e Analise Numérica
Departamento de Matematica/Instituto Superior Técnico

Anilise Numérica (LMAC/MMA/MEIC) — Exame — 31 de Janeiro de 2017

1° Teste

1. Determine, pelas diferencas divididas de Newton, o polinémio interpolador de Hermite de grau < 5
que interpola a funcao f(z) = sinz e as suas duas primeiras derivadas nos pontos zo = 1 e x; = 7. [2.0]

2. Seja N(h) uma funcao tal que

I=Nh)+h+h*+h%,  VYhe(0,1).
Obtenha, pela extrapolagio de Richardson, uma nova funcio N*(h) tal que I — N*(h) = O(h3). [2.0]
3. Resolva o problema de minimizacao

min max |pe(z) — 42> + 3z
p2€P2[—1,1] z€[—1,1]

isto é, determine a funcdo p3 € P2[—1,1] que minimiza a norma max,¢|_ 1) [p2(z) — 423 + 3z| e calcule
o valor p = max,e[_q 1) [p5(2) — 42> + 3z|. [2.0]

1
4. Aproxime o integral I = [In(z% 4 1) dz pela quadratura de Gauss-Chebyshev com 3 pontos.  [2.0]
0

5. Considere, para a aproximagao numérica do integral I(f) = fil f(z)dz, a férmula de quadratura de

Gauss-Legendre Qy(f) = >_7_y A4, f(x;) . Sabendo que
1
Aj:/ lj(.l’)dﬂ?, j=0,1,...,n,
—1

em que os [j,7 = 0,1,...,n, sao os polinémios de Lagrange associados aos zeros do polinémio de Legendre
P, 41, mostre que os pesos A; podem ser determinados pelas férmulas

P,
Aj = / ni1 (@ T, i=0,...,n. [2.0]
n+1 (zj) J 1 x_fﬁj



Formulario (1° Teste)

i. Interpolacao de Lagrange

Férmula interpoladora de Lagrange:

p@) =3 L@, L= ][ (“””"“) fy= ), G=0,...n
=0 j

Férmula interpoladora de Newton:

n

pn(x) = flwo] + Y flzo, .. wj)(x — m0) -+ (@ — wj 1)

j=1
ii. Interpolagcao de Hermite

Hzni2() = flao] + (z — o) flzo, zo] + (x — 20)? flo, z0, 20] + (z — 0)* flwo, x0, 20, 21] +
n—1
4+ ...+ H(:U - acj)3 (x — l’n)Qf[ibo,l'o,l'o, ey Ty Ty Ty
7=0
iii. Polinémios ortogonais com respeito ao produto interno (f,g)., = [, w(z)f(z)g(z) dx

a+b+(b—a)x

la,b] >t — ze[-1,1] : t= 5

Polinémios de Legendre: (a,b) = (—1,1), w(z)=1, (f,9)w=(f,9) = f_ll f(x)g(x)dx

1 dn

Pale) = i am

[(x2—1)”},n:0,1,... (PusPa) = 55

Po(z) =1, Py(z) =z Puur(z)= n—li—l (20 + )2 Pye) ~nPyi(@)], n=1.2....

Polinémios de Chebyshev: (a,b) = (=1,1), w(z) = ——=, (f,9)w= _11 f(m)g(? dx

11—z 11—z
T, (x) = cos(narccosz), n=0,1,... (To, T9)w = 7, (T, Th)w = g , n>1
To(x) =1, Ti(x)=z, Thyi(z)=2zxT,(x)—Th-1(x), n=12,...
(25 +1)7 , =
Tn+1(tj):07 tj:cosm7 J=0,...,n, Tn+1( ):2n ]]Z[D(x_tj)

iv. Férmulas de quadratura de Gauss [,(f) = fbw(:c)f(a:) de =~ Inw(f) =200 Ajf(x))

Quadraturas de Gauss—Legendre:
1 n
L) =10)= [ f@de. L) =3 A1)
_ =

22n+3[(n+ 1)!]4 f(2n+2)(§)
2n+3)[2n+2)]2 (2n+2)!’

I(f) = In(f) = fel-11]

Quadraturas de Gauss—Chebyshev:

wh=[ e nun = Y f)

- (2n+2)
Iw(f)_In,w(f): 92n+1 f(2n+2()£') ) ‘56]_171[




2° Teste

1. Sejam z,y € RY dois vectores coluna tais que ||z|j2 = ||yll2 e = # ¥y, seja w = Hxx:?jllh e considere a
matriz de Householder U = I — 2ww?. Mostre que Uz = . [2.0]
2. A matriz simétrica
5 0 1
A=10 0 -1
1 -1 0

possui um valor préprio dominante \; = 5.2. Aproxime A\; pelo método das poténcias. Considere
¢® = [10 0] e efectue duas iteragdes [2.0]

3. Considere o seguinte método multipasso linear a 3 passos

3h

Yn+3 — Yn = 7 (f(anrSa yn+3) + f(xmyn))) , n=>0. (1)

Analise a consisténcia, zero-estabilidade e convergéncia do método (1). Determine a sua ordem.  [2.0]

4. A funcao de estabilidade de um método Runge-Kutta de s etapas é dada por
R(h)y=1+hb'(I-nhA) 11,
onde A = (aij) ERSXS,I): [bl by ... bS]T ER%el= [1 1 ... 1]T € R3.
Prove que a funcao de estabilidade reduz-se a
R(h)=1+> bTA™ 10",
r=1

se o método for explicito. [2.0]

5. Considere o seguinte problema de valor inicial

y'(t) +ty'(t) +2y(t) =0, t>0

Obtenha uma aproximacao de y(h) pelo método do ponto médio implicito

h h
7ayn+§k‘1)a nZO

Ynil = Yn + k1, k‘1=f<tn+2

onde h > 0. [2.0]

Sugestao: Escreva o problema (2) na forma vectorial
Y()=A@®)Y(t), Y(©0)=[ 0",

em que Y (t) = [y(t) ' (1)]T € R? e A(t) € R?*2. Note-se também que

-1




Formulario (2° Teste)

i. Normas matriciais (A € CV*/V)

[A[ly = max Zlazgl [All2 = V1o (A*4),  [[Aflc = max Z|azy| ro(A) = max ||

1<j<N 1<i<N

ii. Determinagao de valores e vectores préprios

Matriz de Householder: U = I —2ww”, w e RN | ||lw|o =1 , U1 =UT =U
Método das poténcias: ¢ € CN, [|¢@D|, =1

k

12"l 7

iii. Resolugao numérica de equacgoes diferenciais ordinarias — problemas de valor inicial

{ y'(t) = fty(t), t>to

y(to) = Yo

Métodos multipasso lineares a p passos:

P

p
Zajyn-i-j =h ijf(tn-‘rjayn-i-j) s n >0
o

Jj=0
Consisténcia e ordem:

p p p
> a;=0, > dFay=k> M, k=1,....¢
=0 j=0 =0

Polinémio de estabilidade:

== AR = [F)]* 4 ¢F) | k=1,2,...

P P
m(r;h) = p(r) —ho(r), p(r) = Zajrj , o(r) = ijrj
j=0 §=0
Métodos de Runge-Kutta de s etapas: Tabela de Butcher:
S
Ynt1 =Yn + h Z bik; , ‘ air a2 Q1s
i=1 . o | a; am ags
kz:f<tn+Czh,yn+hZGuk]), ’izl,...,S, ‘
s =1 ‘ as1  As2 Qss
= g, i=1,...,s.
C; z_; Qij, 1 S ‘ by bs
J_
Consisténcia e ordem (< 3):
> - 1 > 1 1
R o — v — -
;bl—l, zZ;blcz—2, ;bzci—?), ZZba”c] 5

=1 j=1

Funcao de estabilidade:
R(h) =1+hb"'(I-hA) "1, 1=[11... 1" eRr?

bT



