Seccao de Matematica Aplicada e Analise Numérica
Departamento de Matematica/Instituto Superior Técnico

Anidlise Numérica (LMAC/MMA/MEIC) - 1° Exame — 16 de Janeiro de 2017 — Resolugao

1° Teste

1. Considere os seguintes valores tabelados de uma funcao f € C?[0,1]

x| f(z) | f'(z) | ['(x)
o] 1] 0 —
1] 2 | 1 2

Determine o polinémio de Hermite Hy que interpola f e as suas derivadas nos pontos da tabela. [2.0]

Resolucao: Considerando as diferencas divididas de Newton, temos a tabela

f[’]f[”]f[?”]f[””]
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Note-se que f[0,0] = f/(0) =0, f[1,1] = f'(1) =1 e f[1,1,1] = w = 1. O polinémio interpolador de
Hermite é assim

Hy(z) =1+ 2% — 2%(zx — 1) + 22%(x — 1)* = 1 + 42? — 52° 4 2%

2. Seja ps o polindmio de grau < 2 que interpola f € C*[zq,x2] nos pontos zg = z — h,r1 = 2z e
To =2+ h, h > 0.

a) Obtenha uma aproximagao para f”(z) utilizando o polinémio ps. [1.0]
Resolucao: Temos

p2(z) = f(x0) + flxo, x1] (v — x0) + flw0, ¥1, 22] (* — 20) (* — 21) ,

PI(@) = 2 flwo, 21, 29] = 2 fley, wo] — flwo,aa] _ flwa) — 2 f(21) + f(xo) '

Ty — To h?

Portanto B 9 L
b) Baseando-se na férmula de erro de interpolacao,

(5) (4) (3)

1) ) = T8 o) 42 T wg) + S w606 € (00,m0),
em que Wi(x) = (x — x0) (x — x1) (z — x2), mostre que
(4)
- = - e onzin). 1.0]

Resolucao: Tendo em conta que

Wi(z) = (z = 2) ((z — 2)° = h%), Wi(z) = (& —2)* = h*) +2(z — 2)°, Wy(z) =6(z—2),

temos

Wi(z) =W (2) =0,  Wj(z)=—h?.



Portanto

(4) (4)
7o) e =2 wie = e eenzin.
3. Determine a melhor aproximagao uniforme de f(z) = In(z% + 1) em Po[—1,1]. [2.0]

Resolugao: Note-se que uma fungao pa € Pa[—1, 1] tem, quando muito, dois zeros em [—1, 1] e dim(Py[—1,1]) =
3. Portanto Pa[—1, 1] satisfaz a condi¢ao de Haar e assim existe uma e uma sé melhor aproximagao uni-
forme de f em Pa[—1,1]. Seja p3 essa melhor aproximagao.

Pela condigao de equioscilagdo de Chebyshev, devem existir pelo menos 4 = dim(P2[—1, 1]) + 1 pontos
distintos x; tais que:

f(xg) = pa(x;) =£(-1)’6, j=0,1,2,3, onde = L /(@) = pa(z)] -
Por outro lado, a melhor aproximacao uniforme de uma funcao par f num intervalo simétrico em relagao
a origem deve ser uma funcao par. Supondo que zg < 1 < T2 < x3, temos entao pela simetria xo = —x3
e xry = —T9 €

f(xo) — p3(xo) = f(x3) — p5(x3), f(@1) = p3(21) = f(22) — pa(22) -
Portanto, a condigao da equioscilacao sé pode ser valida se existir pelo menos mais um ponto, digamos
T4, entre x1 e xo tal que
f(xa) = p3(2s) = = (f (1) — pa(21)) -
Mas isto s6 é possivel se x4 = 0; se x4 # 0 entdo —x4 seria também um ponto de equioscilagao.

Seja entdo pi(z) = ap + azx? (uma fungdo par em Py[—1,1]) e define-se r(z) = f(x) — p3(z). Temos

2 1-—
= 23: —2a90x =0 < =0 ou z== a2‘
v+ 1 as

r'(z)

Como sé existem trés pontos criticos de r, os extremos do intervalo devem ser pontos de equioscilacao,
i.e. zp = —1e x3=1. Temos

r(£l)=In2—ag—a2 =95 =7r(0) = —aop = ag=1In2, ay=-9.
Além disso,

ag—1—Inaz In2-1-In(In2)
2 B 2 ‘

1—
r(:l: a2>zln(ag)*l—ao—(l—ag):—(5:a0 = ap=
a

Portanto a melhor aproximacao uniforme de f(z) = In(z? + 1) em Po[—1,1] é

pi() = In2— 1;1n(1n2) 2l

-1
4. Aproxime o integral I = [ In(z? + 1) dz pela quadratura de Gauss-Legendre com 3 pontos. [2.0]
“1

Resolugao: Os nodos de integracao xg, x1, T2, sao os zeros do polinémio de Legendre P3. Temos

1 1
Py(z)=1, Pi(z)==x, Py(z) = %$P1($)—§Po(l‘) = 5(31'2—1),
5 2 1 3 3
Py(z) = S x Py(z) — = Pi(z) = = (52 — :—\[ — = /=
3 () 3% 5 () 3 () 5 (5z® — 3x) = xo 5o 11 0, x ;
Os pesos podem ser determinados pelo método dos coeficientes indeterminados:
I(1) =2 = Ag+ A1 + A2 = Q2(1),
9 2 5 8

I(2%) = § = (Ao + A2) 25 = Oa(2?)



A quadratura de Gauss-Legendre fica assim:

Q) = 5(54( - \/E) +8f(0)+5f(\/§>).

—1
Portanto o valor aproximado de I = [ In(z? + 1) dz é:
1

szé(5 1n(1+§)+0+51n(1+§)) zg 1n(1+§> ~ 0.522226 .

5. Considere a quadratura de Gauss-Legendre @, (f) = Z?:o A; f(z;) para a aproximagdo numérica do

integral I(f) = f_ll f(z) dz. Mostre que os pesos A;,j =0,...,n, da quadratura @, sdo positivos. [2.0]

Resolugao: A quadratura de Gauss-Legendre Q,(f) = Z;‘l:o A; f(x;) tem grau de precisao 2n + 1 e os
nodos de integracao xj,j = 0,...,n, sao os zeros distintos do polinémio de Legendre P, 1.

Considere os polinémios de grau 2n:

n

pk(l'):H(x—ZL‘l)Q, k=0,1,....n,

1=0
itk
onde os z;,5 =0,...,n, sao os zeros do polinémio de Legendre P,,+1. Tendo em conta que
0, se j#£k
() >0 VzeR (i) = n ,
Pr() ’ Pr(3) H(xk—xi)2>0, se j=k
1=0
itk

temos

L n n
I(px) :/pk(a:)dx>0, Qn(pr) :ZAjpk(xj) = Ay H(mk—xi)2, E=0,1,...,n.
- = iZk
Por outro lado, I(pr) = Qn(pk), visto que pi é um polinémio de grau 2n. Assim

A >0, k=0,1,...,n.



2° Teste

1. Considere a matriz

6 1 —-05 =2
1 4 0 0
A=
12 -3 0
2 0 0 0
Localize, pelo teorema de Gerschgorin, os valores préprios de A. [2.0]

Resolugao: Os circulos de Gerschgorin, associadas as linhas da matriz A, sao

Z1={2€C||z—6| <3.5}, Zy={2€C||z—4] <1},

Zs={2z€C||z+3| <3}, Zy={z€C||z| <2}.
e os circulos, associadas as colunas, escrevem-se:

Zi={z€C||z—6]| <4}, Zh={z€C||z—4| <3},

ZL={2eC||lz+3 <05}, Z,={zeC||z| <2}.

Os valores proprios de A, que podem ser complexos visto que a matriz A nao é simétrica, pertencem ao
conjunto Z; U Zy U Z3 U Zy e também ao conjunto Z7 U Z5U Z5U Z). Além disso, visto que a unido Z; U Z;
é disjunta de Z3U Z4, ambos conjuntos conexos, cada um destes dois conjuntos contém exactamente dois
valores préprios de A. Mais, os conjuntos Z5 e Z1 U Z5 U Z) sao disjuntos pelo que um (e apenas um) dos
valores préprios de A pertence a Z5. Esse valor préprio tem que ser real tendo em conta que se existir
um valor préprio complexo A entdo o seu conjugado A é também um valor préprio de A, pois a matriz A
é real, e pertence ao mesmo circulo de Gerschgorin do que A.

Portanto, um dos dois valores préprios em Z3UZ, é real e pertence ao intervalo [—3.5, —2.5]. Assim, existe

um valor préprio em (Z{UZQUZ&) N (ZgUZ4> e, como ele tem que ser real, pertence a [—2, 2]. Finalmente,
existem dois valores préprios (reais ou complexos em) (Z{ UZiu Zi) N (Zl U Zg) =7Z1UZy = 7.

2. Considere a seguinte matriz

A=

N O O

2
1
0

— = O

Determine, com contas exactas, duas matrizes simétricas e ortogonais U; e Uz de modo que a matriz
UsU1 A seja uma matriz triangular superior. Obtenha ainda a decomposi¢cao QR da matriz A. [2.0]

Resolucao: Seja U; = I — 2ww” uma matriz de Householder em que

v

= Tolh” v=d= ||d||lse;, d=1[002]T, ldl2=2, e =[100]T.
2
Portanto,v:[202]T,w:[%0%] e
100 3 01 0 0 -1 -2 0 -1
Uy=L—2ww’"={010[-2[000|=1]0 10 = UA=| 0 1 1
001 10 3 -10 0 0 -2 0

Para anular o dltimo termo da segunda coluna de U; A, definimos os vectores em R?:
d=[1 =27, |dla=V5, v=[1+V5 =2[", w=uv/|jv|2.

Segue-se que

T 1 64+2v5  —2(1+5)

ST | —20 4 vE) 4

1
1 012 B

] = U= oo T]: )
2x1 2 ww 0

St =



Assim A = QR, em que

_ _ 2 _ 1
>0 0 -5 ~ %
R=UU1A=| 0 —V5 —% | Q=) =UiUs=| 0 - 2
o o0 = -1 0 0
5
3. Considere o seguinte método de passo simples implicito
t t
Ynt1 = Yn + hf( "+12+ - ynH; yn> ., n=0,1,...,
onde h = t,,41 — t,,. Mostre que o método é convergente e A-estavel. [2.0]

Resolucao: O método corresponde ao método do ponto médio implicito

h h
yn+1:yn+hklu klzf(tn+§ayn+§kl)a nZO,

que é um método de Runge-Kutta de uma sé etapa com by = 1,¢; = a1; = 1/2. O método do ponto
médio implicito é consistente (b = 1) e assim, sendo ele um método de passo tnico, é logo zero-estavel
e convergente.

Aplicando o método ao problema modelo /() = Ay(t) ,y(0) = yo, A € C, temos

h 1+ % - _
Yn+l = Yn + 5 )\(ynJrl + yn) — Yn4+1 = ) 7 Yn =: R(h) Yn h = h>\7
T2

onde R(h) é a fungao de establidade absoluta. O método é absolutamente estavel se e s6 se |[R(h)| < 1.
Os valores de h € C para os quais |R(h)| < 1 definem a regiao de estabilidade absoluta e se essa regiao
contém todo o do semi-plano esquerdo do plano complexo o método é A-estavel. Temos

_ _ _ |n2 _ |n2 _
IR(h)| <1 < |RMAP<1 < 1+Reh+|4<1—Reh+|4 & Reh <0,

ou seja, o método é A-estavel.

4. Considere o seguinte método de Runge-Kutta

h
yn+1:yn+1<k1+3kz), n >0,

2 h h
kl:f(tnuyn)7 k2:f<tn+§h,yn+§k1+§k2),

Determine a ordem do método (1). Mostre que a sua funcao de estabilidade é dada por

4 2
:1+€+%.

RE)=

[2.0]

Resolucao: O método (1) é um método de Runge-Kutta de duas etapas diagonalmente implicito com

1 3 2 1
bl:z» b2:1a 01:0,0225, aj; = a2 =0, a21=a22=§-
Temos
. 32 1
¢ =ajtaje, j=1,2, b+b=1, blcl+b202:0+1§:f,
34 1 312 1
blc%+b26520+1§:§a blallcl+bla1262+b2a2101+b2a2262:0+0+0+Z§§: -



Portanto a ordem do método é pelo menos 3. Por outro lado, a ordem méxima de um método de Runge-
Kutta de duas etapas é 4 e existe apenas um método dessa ordem. O método de duas etapas de ordem
4 é implicito e nao apenas diagonalmente implicito e os coeficientes ¢; e co coincidem com os zeros do
polinémio de Legendre de grau 2 em [0, 1]. Conclui-se assim que a ordem do método é 3.

A funcao de estabilidade do método (1) é dada por

— det(I—hA+h1dT 1 31T 00
Ry = et - ) aopar, b:[f f} CoA=], .
det(I —h A) 4 4 11
Tem-se
_ _ 1+ h/4 3h/4 _ 1 0
I-hA+Rh1b" = f,/ f , I—hA= _ _
—h/12 1+5h/12 —h/3 1-h/3

Segue-se que

[

— det(I —RhA+h16T) 1+ 241

R(h) det(I —h A) 1

%
wll| +

5. Considere o seguinte problema de valores na fronteira

4 2 2
" —y () — = =—=1 1<z<2
V(@) + -y @) - y@) = 5 la, 1<a<

; ; (2)
1)="2 2)=In2+>.
y) =35, y@)=mh2+7
Mostre que
11
N =y < = h?
jeglf}?fn}ly(%) vil < 5 b,

onde y(z) é a solugao exacta do problema (2) e y; é a aproximacao obtida pelo método das diferencas
finitas nos pontos discretos x; = 1+ jh,j = 0,...n, tais que x,, = 2. Suponha que h = % € (0, %) [2.0]

Resolucao: Note-se que o problema (2) é da forma y”(x) = p(z)y'(z) + ¢(x)y(z) + r(x) com

4 2 2
=—- - = == Iz
)= -2 g =%, @)= S e
Para este problema linear temos a estimativa de erro (desde que % |p(z;)| <1Vj € {0,1,...,n}):
My +2P*Ms
N I e ——
I S TR
em que
P* = max |p(z)], q(z) > Q. >0 VY € [a,b], M, = max ]y(k)(ac)\, k=3,4.
z€[a,b] z€la,b]

E facil ver que a solucio exacta do problema (2) é y(z) = Inz + 3. De facto

1 1 3 3
yl(x) = 5’ yl/(x) = —? y(]_) = 5’ y(2) =1n2+ 5
4 2 1 4 2 3 2
1" / R S\ _ 2
= Yy ($)+xy(x) 22 y(z) = proRn i R (lnx+2) = Inx.
Temos ainda 2 |p(z;)| < 17/24: 1Vje{0,1,...,n}e
1
P* = max_|p(x)| =4, qg(x) > Q= ->0 Vo ell,2],
z€[1,2] 2
3) 2 (4) 6
max [y (z)| = max )—3‘ =2, max |y (z)] = max ’j’ — 6.
2€[1,2] ce[l2) |z z€[1,2] ce[l2) |l x
Portanto My + 2P* M. 22 11
max y(ay) — gyl < B2 AT IS = g2 S

je{l,...,n} 120Q). 6 3



