
Análise Numérica
LMAC/MMA/MEIC
1o Semestre de 2016/17

Formulário (2o Teste)

i. Normas e condicionamento (A ∈ CN×N)

‖A‖1 = max
1≤j≤N

N∑
i=1

|aij |, ‖A‖2 =
√
rσ(A∗A), ‖A‖∞ = max

1≤i≤N

N∑
j=1

|aij |, ‖A‖F =

√√√√ N∑
i,j=1

|aij |2

condp(A) = ‖A‖p ‖A−1‖p , cond∗(A) = rσ(A) rσ(A
−1), rσ(A) = max

1≤i≤N
|λi|

ii. Determinação de valores e vectores próprios

Matriz companheira do polinómio p(x) = xN + aN−1x
N−1 + . . .+ a1x+ a0

A =



0 1 0 . . . 0

0 0 1 0 . . .

. . . . . . . . .

0 . . . 0 1

−a0 −a1 . . . . . . −aN−1


∈ RN×N

Estabilidade do problema de valores e vectores próprios:

A(ε) = A+ εE , A,E ∈ CN×N , ε > 0 , P−1AP = diag[λ1, . . . , λN ] , P = [u1, . . . , uN ]

Aui = λiui , ‖ui‖2 = 1 , A∗vi = λivi , ‖vi‖2 = 1 , si = v∗i ui > 0 , κ(λi) = s−1i , i = 1, . . . N .

min
1≤j≤N

|λ(ε)− λj | ≤ ε ‖P‖q ‖P−1‖q ‖E‖q , q = 1, 2,∞

|λk(ε)− λk| ≤ ε κ(λk) ‖E‖2 +O(ε2) , ‖uk(ε)− uk‖2 ≤
ε

minj 6=k |λk − λj |
+O(ε2)

Método das potências: q(0) ∈ CN , ‖q(0)‖2 = 1

z(k) = Aq(k−1) , q(k) =
z(k)

‖z(k)‖2
, λ(k) = [q(k)]∗Aq(k) , k = 1, 2, . . .

Matriz de Householder: U = I − 2wwT , w ∈ RN , ‖w‖2 = 1 , U−1 = UT = U

w =

[
0r−1
u

]
, x =

[
c
d

]
, c ∈ Rr−1 , u, d ∈ RN−r+1 , 1 ≤ r ≤ N − 1 ,

u =
v

‖v‖2
, v = d± ‖d‖2 e1 , Ux = [c1 . . . cr−1 α 0 . . . 0]T .

Factorização QR: (A = QR, Q ortogonal, R triangular superior)

Ur = I − 2w(r) w(r)T , r = 1 . . . , N − 1 , w = [0, . . . , 0, wr, . . . , wN ]T , R = QTA = UN−1 · · ·U1A



iii. Resolução numérica de equações diferenciais ordinárias – problemas de valor inicial{
y′(t) = f(t, y(t)), t > t0

y(t0) = y0

Métodos multipasso lineares a p passos:

p∑
j=0

ajyn+j = h

p∑
j=0

bjf(tn+j , yn+j) , n ≥ 0

Consistência e ordem:
p∑
j=0

aj = 0 ,

p∑
j=0

jkaj = k

p∑
j=0

jk−1bj , k = 1, . . . , q

Polinómio de estabilidade:

π(r;h) = ρ(r)− hσ(r) , ρ(r) =

p∑
j=0

ajr
j , σ(r) =

p∑
j=0

bjr
j

Métodos de Adams:

yn+p − yn+p−1 = h

p∑
j=0

bjf(tn+j , yn+j) , n ≥ 0

Métodos BDF:
p∑
j=0

ajyn+j = h bp f(tn+p, yn+p) , n ≥ 0

Métodos de Runge-Kutta de s etapas:

yn+1 = yn + h

s∑
i=1

biki ,

ki = f
(
tn + cih, yn + h

s∑
j=1

aijkj

)
, i = 1, . . . , s ,

ci =
s∑
j=1

aij , i = 1, . . . , s .

Tabela de Butcher:
c1 a11 a12 . . . a1s

c2 a21 a22 . . . a2s
...

...
. . .

...
cs as1 as2 . . . ass

b1 b2 . . . bs

c A

bT

Consistência e ordem (≤ 3):

s∑
i=1

bi = 1 ,

s∑
i=1

bici =
1

2
,

s∑
i=1

bic
2
i =

1

3
,

s∑
i=1

s∑
j=1

biaijcj =
1

6

Função de estabilidade:

R(h) = 1 + h bT (I − hA)−1 1 =
det(I − hA+ h1 bT )

det(I − hA)
, 1 = [1 1 . . . 1]T ∈ Rs



iv. Resolução numérica de equações diferenciais ordinárias – problemas com valores na fronteira

{
y′′(x) = f(x, y(x), y′(x)) , a ≤ x ≤ b

y(a) = α , y(b) = β

Método das diferenças finitas:
yj+1 − 2yj + yj−1

h2
= f

(
xj , yj ,

yj+1 − yj−1
2h

)
, j = 1, . . . , n− 1

y0 = α , yn = β


