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I Parte

1. Seja H um espaco de Hilbert munido do produto interno (-,-) e da norma induzida || - ||, e seja
P € L(H) um operador de projeccio, i.e. (Pu,v) = (u, Pv) Yu,v € H e P> = P.

a) Prove que

0 < (Pu,u) < (u,u) Vue H . [1.5]

b) Sejam Py, P, € L(H) dois operadores de projecgdo. Mostre que P; P, é uma projecgao se e sé se Pj
e Py comutam, i.e. PLP, = P, P;. [1.5]

2. Considere a seguinte equacao integral de Volterra nao linear

u(t) :/Otk(t,s,u(s))ds~|—f(t), 0<t<1,

onde k(t,s,u) é continua em S = {(t,s,u) |0 <s<t<1, ueR} e feC(0,1]). Suponha que existe
uma constante M > 0 tal que

|k(t,s,u1) — k(t,s,u2)| < M |uy — ual, 0<s<t<1, ui, us € R.

Seja T': C([0,1]) — C([0,1]) um operador integral definido por

¢
Tu(t) ;:/ k(t, s, u(s)) ds + £(2)
0
e || - || uma norma em C([0,1]) definida por

Jull = guax e *Ju(t)], 5> M.

Prove que T' é um operador contractivo na norma || - ||. [2.0]

3. Seja f : RM — R uma funcio duas vezes continuamente diferenciavel e considere a funcao g : RN — R
definida por g(z) = f(Az +b), onde A € RM*N ¢ p ¢ RM,

Determine as duas primeiras derivadas de Fréchet de g em x = 0. [2.0]
4. Seja F(x) = Az — b, com A € RV*N nao singular e b € RV, e considere a aproximagao numérica do
sistema linear F'(z) = 0 pelo método de Broyden.

a) Prove que a matriz Jacobiana de F satisfaz a equagao da secante Jp(xy)sk = yr Yk > 0. [1.5]

b) Prove que

SkST
Bk+1—A:<Bk—A) <1— T’f), k=0,1,...,
Si Sk

onde By, é a matriz de actualizagao de Broyden. [1.5]



IT Parte

5. Considere o seguinte problema de minimizagao sem restricoes

: 3

min ||z 1

min e] (1)
em que | - || indica a norma euclidiana em RY.
a) Seja f(x) = ||z||*>. Mostre que Vf(z) = 3|lz|z. Determine a matriz Hessiana da funcio objectivo
f(@). [2.0]
b) Mostre que o método de Newton puro aplicado ao problema (1) reduz-se a

k1) — Lo
T = -z, k=0,1,....
2

Qual é a ordem de convergéncia do método? [1.5]

Sugestao: A seguinte férmula pode ser ttil

T\ —1 T
<I+m’2> :<I_m2>_
[E4| 2 |||l

6. Considere o seguinte problema de minimizacao sem restricoes

o1
min — x% + T1Cc08T2.
zeR2 2

a) Determine os pontos estaciondrios e os minimizantes locais e globais do problema. [1.5]
b) Considere (0 = [1 0]7, By = H;(2(?)), e determine a matriz By pela formula de actualizagio do
método BFGS. [1.5]
7. Considere o seguinte problema de minimizagao com restrigoes

min ;2 sujeito a 4—a? — a3 — 422 >0, (2)
z€R

onde z = (x1,x2,x3).

a) Escreva as condi¢oes KKT para o problema (2). Determine os pontos estaciondrios (z., \*) em que
as condigoes necessarias de optimalidade de primeira ordem sao satisfeitas. [1.5]

b ) Considere as condigdes suficientes de optimalidade de segunda ordem e classifique todos os pontos
estaciondrios (minimizantes, pontos de sela, maximizantes). Determine as solugdes locais e globais do
problema. [2.0]



