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Exame — 16 de Janeiro de 2010

1. Seja V um espago de Banach e T' € £(V) um operador linear continuo tal que ||T|| < 1.

a) Admitindo que (I — T)~! € L£(V) existe, mostre que (I — T)~! pode ser determinado
pela série de Neumann

(I-T7)'= iT’“
k=0

e que [[(7— )71 < 1/(1— |IT]]) - [1.5]

b) Seja S € L(R3) um operador linear continuo definido pela matriz

1 -3 0
S=(0 1 -3
0 O 1
Determine S~ pela série de Neumann. [1.5]
2. Seja f: R? — R uma funcio definida por
2
x
f(xl,xg):fl, xo > 0.
Z2
Mostre que f é convexa. [1.5]

3. Considere a seguinte equacao integral de Volterra

. (1)

N | —

t
u(t)zl—i—/u(s),ds, 0<t<
0

a) Mostre, pelo teorema do ponto fixo de Banach, que a equagdo (1) admite uma e uma
tinica solucdo u € C0, 3]. [1.5]

b) Considere uy(t) = 0 e determine, pelo método iterativo do ponto fixo, a aproximagao u,,

de u. Estime o erro [[u — un|| o 1) € calcule limy o0 un(2). [1.5]
2

4. Sejam A € RVN s e RN, s £0, e Q(y,s) = {B € RV*N | Bs = y}.

Resolva o problema de minimizacao

min ||B—AlF. [1.5]
BeQ(y,s)



5. Suponha que f : D ¢ RY — R é uma funcio convexa e continuamente diferencidvel
num aberto convexo D. Prove que z, € D é um minimizante global de f se e s6 se
Vf(z)T(x—2.) >0 Vo€ D. [2.0]

6. Considere o seguinte problema de minimizagao sem restrigoes

.3
min — <x% + m%) +(1+a)rizg — o1 — 22+ 1, (2)
zcR2 2

onde a € R é um parametro. Determine os valores de a para os quais o problema (2) admite
um unico minimizante global. Calcule ainda esse minimizante (em fungao de a). [2.0]

7. Considere o método de Newton puro para a aproximacao numérica do seguinte problema
de minimizacao sem restrigoes

min — 4 —=. (3)

Mostre que, se x(0) = (xgo),xéo)), xgo) # 0, entao a aproximagao x(¥) ¢ dada por

(0)

xk) = (%, 0) .
O método converge para a solucao global do problema? Justifique a sua resposta. [2.0]
8. O problema de minimizacao
Jnin max{fi(z), f2(2)}, (4)

é equivalente ao seguinte problema de minimiza¢ao com restricoes

y— fi(z) 20
min Yy sujeito a . (5)
{ocRY, y<R) y — fax) >0

Supondo que f1, f2 : RN — R sao continuamente diferencidveis, mostre que, se z, € RV for
um minimizante local de (4), entdo existem A, A2 > 0 tais que

AMF+X=1, )\1Vf1($*) + Aszz(x*) =0.
Prove ainda que Ay = 0 desde que fi(z.) < max{fi(x«), fo(zs)}, k =1,2. [2.0]

9. Considere o seguinte problema de minimizacao com restri¢ées

—:c% +x9 >0
min 7 + sujeito a . (6)
zER?
I Z 0
a) Determine, graficamente, a solucio global x, € R? do problema. [1.0]

b) Escreva a funcao de barreira logaritmica P(x; ) para o problema (6) e determine os pon-
tos estacionérios z.(u) € Q° do problema de minimizagao sem restri¢oes mingeqo P(z; u).
Admitindo que os pontos z,(ug) sdo minimizantes globais de P(z;ug),k = 1,2,..., prove
que a sucessao {x.(ux)} converge para x, quando p \, 0. [2.0]



