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1° Teste — 14 de Novembro de 2007

1. Seja H um espaco de Hilbert munido do produto interno (-, -) e da norma induzida || - ||.
Prove que

lull = sup |(u,v)]. [1.5]
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2. Seja H um espagco de Hilbert, T' € £L(H) um operador auto-adjunto, i.e.
(Tu,v) = (u, Tv) Vu,ve H,

F : H — R um funcional definido por F(u) = 3 ||Tu — w||?, onde | - || é a norma induzida
pelo produto interno (-,-) e w € H.

a) Prove que a derivada de Fréchet de F' em u € H é um funcional linear continuo definido
por

F'(u)h = (T?*u—Tw,h) VheH. [2.0]

b) Determine a segunda derivada de Fréchet de F' em u € H. [1.0]

3. Seja V = C(]0,1]) e considere equagao integral

u(t) = )\/0 cos(su(s))ds + f(t), (1)

onde A e R\ {0} e feV.

a) Mostre que existe \g > 0 tal que para |\| < Ay, a equacao (1) admite uma e uma unica
solucao u € V. [1.5]

b) Seja f(t) = 1. Aproxime a solugao da equagao (1) pelo método do ponto fixo. Considere
A = 0.5, up(t) = 0 e determine as duas primeiras iteradas. Obtenha um majorante para o
€eITo

lu—usl|co = max |u(t)—ua(t)|. [1.5]
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4. Seja F : RNV — R e considere a aproximacio numérica da solucio da equacio F(z) =0
pelo seguinte método quase Newton (tipo Broyden)

Algoritmo

Escolher 25 € RN e Ag € RV*N njo singular. Para k= 0,1, ...

1. Fazer sy = —A; ' F(zy), Thy1 =2k + 56 e Y = F(2p1) — F(p).
2. Calcular ( . ) .
_ _ sE— AL yk)y
A 1 —A 1+ k k ) (2)
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a) Prove que

HA,;i1 — A,;lHF < ||B_1 — A,;lﬂp VB € Q(yk,sk), BE€ RV*N nio singular,
onde Q(y,s) = {B € RN | Bs = y}. [1.5]

b) Mostre que (2) é equivalente & férmula da actualizagao

(yx — Agsk) yi A
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Apr1 = Ap +

desde que A seja nao singular e y,{Aksk #0.



