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1° Teste — 8 de Novembro de 2016 — Resolugao

1. Seja s o spline ciibico que interpola a funcdo f(z) = z* nos pontos g = —2,71 = —1,20 = 1 e

x3 = 2 e satisfaz as condigoes s”(zg) = f"(x0) e s"(x3) = f”(x3). Calcule a segunda derivada de s
nos pontos de interpolagao, i.e. determine os M;,j =0,1,2,3.

Resolucao: As duas condigoes adicionais sao: My = f"(zg) = 48 e M3z = f"(x3) = 48. Temos
ho =1,h1 =2,ho = 1,11 = 1/3, 02 = 2/3,\1 = 2/3, 2 = 1/3. O sistema linear para os M;’s fica
assim

1 0 0 O My 48 48
3 2350 My || 2(flan, @) — fleo, ) || 30
0 3 2 3 My | = | 2(flwz,ws] — flan,ae]) | | 30
0O 0 0 1 Ms 48 48

Segue-se que

|

2. Seja pa o polinémio interpolador de f € C*[z —h,z+h]em zg=2z—h,21 =2 e 2o = 2+ h (h > 0).

DN Wi

| ] - [Boaes] = [1] - -2

win DN

a) Deduza uma férmula de diferencgas centradas para a aproximagao da primeira derivada de f usando
o polinémio ps.

Resolucao: O polinémio interpolador py pode ser escrito na forma:
p2(z) = flzo] + flzo, z2] (x — z0) + flzo, 22, 21] (z — 20) (2 — 22) -
Assim:

p/Q(l“) = f[anxQ]"‘f[an Z1, 1'2] (2$_($0+ﬂf2)) = p/Q(Z) = f[ﬂ?o,ﬂfg]-i—[l‘o,xl,ﬂjg] (22—(Z—h+z—|—h)) .

Portanto ) h
f’(z) %pé(z) = flxo, z2] = fiz+ )Z_hf(z —h)
b) Sabendo que
4) (3) )
f@) - ple) = ! 4('51) Ws(x) + ! 3(152) Wi(x),  &,& € (vo,22),  Wa(z) = [J(x— =),
! ! I
mostre que
/ h?



Resolucao: Temos
Ws(2) = (z —xo)(z —21)(z —22) = (2 = (2 = h))(z — 2)(z = (2 + h)) = 0,

Wi(z) = (2 — 20)(z — 1) + (2 — 30) (2 — 22) + (2 — 1) (2 — 2) = (2 — 20) (2 — 2) = —h.

Portanto

3) 2
7)) = TS0 = -2 o), eee—nzan.

. Pretende-se construir um polinémio interpolador py de grau < 2 da funcio f(z) = 832> + 822
utilizando trés pontos distintos do intervalo [—1,1]. Determine os pontos de interpolagao xg, z1 e x2
de modo que o erro

e = max |f(x) — pa(x)]

seja minimizado. Determine ainda o valor minimo de es.

Resolucao: O erro de interpolacao é dado por

)
3!

f(z) —p2(x) = Wg(x):8\/§(x—xo)(a:—x1)(x—a:2).

A expressdo max,e[—1,1) |(z —20)(z — 71)(x — 22)|, e por conseguinte ez = max,¢[_1,1) |f(z) —pa()], ¢

minimizada quando (z — xg)(x — x1)(x — x2) coincide com o polinémio de Chebyshev ménico de grau
3. Portanto, os pontos de interpolacao devem ser os zeros do polinémio de Chebyshev T5. Temos

T3(z) =423 —32=0 = xp=———, 21=0, Tp=—.

e2 = max [f(z) = pala)l = == =

. Resolva o seguinte problema de minimizagao

min /lwdx
pePs[-1,1] J_1 /1 — a2 '

em fungao de polinémios de Chebyshev.)

(Sugestao: Escreva x°

Resolucao: Sejam (u,v),, = f_ll "\(/%) dz e f(x) = 2°. Temos

To(x) =1, Ti(z) =2, To(x)=22>—-1, Ty(x)=42% 32, Ty(x)=8z*—-8z2+1,

0, j#k
Ts(z) = 162° — 2023 + 5z, (T, Tj)w=14 m j=k=0
5, J=k>0
Segue-se que
Ts(z) 5 5 Ts(z) 5 15 5 Ts(z) 5 10
5 5 3 5 5
= “rt - —x = =T —r— = =T —Ti(z).
=6 1% 16T 16 T Wt T 65T 16 T e g hi@)



A melhor aproximagao minimos quadrados de f em P3[—1,1] é assim

3 ' 3 ' 3 ' 3 '
pi(z) = Z ((f,T})wTj(x) _ 1 Z M]}(z) + 5 Z MT].@) + % Z MT].(@

]:0 ZZ-,’]’]-_’])QU 16 ] 0 (Tj?Tj)w 16 ] =0 (ZZ_.’]’ZZ_.’])W ]:0 (17]717])10
10 5 5
= — bty -3 _ 2
0+ 15 B) + g Th(@) = y27 — oo

5. Sejam P; i(x), j > 0, os polinémios de Legendre ortonormados, i.e. (]5], Pj) =1, Vj >0, e seja

n

Qn(x) = Z (Pjvf)pj(x)a

§=0
a melhor aproximacao minimos quadrados de f € C[—1,1] em P,[—1,1]. Mostre que

n

/ (@) — o) de = / @) de =3 (P

Resolugao: Seja (u,v) = f_ll u(z)v(z)dx. Tendo em conta que g, é a melhor aproximagao minimos
quadrados de f € C[—1,1] em P,[—1, 1], temos

(f = an,a) =0 Vg e Pp[-1,1].

Portanto

(f = an: [ = an) = (£, f) = 2(f5n) + (s @n) = (f, f) = 2(qn, @) + (@0, @n) = (F, F) = (@0, @) -

Além disso, como (P}, P,) = 0 quando j # k, conclui-se que

3
3



