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1. Seja s o spline cúbico que interpola a função f(x) = x4 nos pontos x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1 e
x3 = 2 e satisfaz as condições s′′(x0) = f ′′(x0) e s′′(x3) = f ′′(x3). Calcule a segunda derivada de s
nos pontos de interpolação, i.e. determine os Mj , j = 0, 1, 2, 3. [2.0]

2. Seja p2 o polinómio interpolador de f ∈ C4[z − h, z + h] em x0 = z − h, x1 = z e x2 = z + h (h > 0).

a) Deduza uma fórmula de diferenças centradas para a aproximação da primeira derivada de f usando
o polinómio p2. [1.0]

b) Sabendo que

f ′(x)− p′2(x) =
f (4)(ξ1)

4!
W3(x) +

f (3)(ξ2)

3!
W ′3(x) , ξ1, ξ2 ∈ (x0, x2) , W3(x) =

2∏
j=0

(x− xj) ,

mostre que

f ′(z)− p′2(z) = − h
2

6
f (3)(ξ) , ξ ∈ (z− h, z+ h) . [1.0]

3. Pretende-se construir um polinómio interpolador p2 de grau ≤ 2 da função f(x) = 8
√

3x3 + 8x2

utilizando três pontos distintos do intervalo [−1, 1]. Determine os pontos de interpolação x0, x1 e x2
de modo que o erro

e2 := max
x∈[−1,1]

|f(x)− p2(x)|

seja minimizado. Determine ainda o valor mı́nimo de e2. [2.0]

4. Resolva o seguinte problema de minimização

min
p∈P3[−1,1]

∫ 1

−1

[x5 − p(x)]2√
1− x2

dx .

(Sugestão: Escreva x5 em função de polinómios de Chebyshev.) [2.0]

5. Sejam P̄j(x), j ≥ 0, os polinómios de Legendre ortonormados, i.e. (P̄j , P̄j) = 1, ∀j ≥ 0, e seja

qn(x) =
n∑

j=0

(P̄j , f)P̄j(x),

a melhor aproximação mı́nimos quadrados de f ∈ C[−1, 1] em Pn[−1, 1]. Mostre que∫ 1

−1
[f(x)− qn(x)]2 dx =

∫ 1

−1
[f(x)]2 dx−

n∑
j=0

(P̄j , f)2 . [2.0]


