Analise Matematica IIT A — Ficha 9

Teorema de Stokes

1. Seja M = {(z,y,2) ER3: z =22 + 32, z < 4}.

(a) Escreva uma parametrizagao g para M recorrendo as coordenadas cartesianas.
(b) Escreva uma parametrizagao h para M recorrendo as coordenadas cilindricas.
(c) Se w € N2(R3), qual a relacio entre g*w e h*w?
2. Considere a seguinte variedade com bordo M = {(z,y,2) € R®: 22 4+9?+2 =1, z > 0}.
(a) Qual o bordo OM de M?
(b)
(¢)
)

(d) Interprete (b) e (¢) geometricamente.

Determine uma forma g que induza uma orientagao em M=M \ OM.

Determine uma forma v que induza uma orientacao em 0M compativel com pu.

3. Repita o exercicio anterior para as seguintes variedades com bordo:

a) M ={(z,y) eR*:a® +y* < 1};
={(z,y,2) ER3: 22 + 92 <1, z=1};

={(z,y,2) eR®:2® + 92 =1, |2| <2}

{(z,y,2) €R3: 2?2 4 9% + 22 < 1}

{@y) eR?: (=22 +1* > 1, 2+ (y—2)* > 1, 2 +3* < 16}
{(z,y,z,w) € R*: 2% + 2 + 22 +w? < 1}

4. Usando o Teorema de Stokes, calcule / w onde:
M

) w=xdr+dy, M ={(z,y) eR?: 2+ 3y =6, 0 <y <2}, u=dur;
) w=zdr+dy, M = {(z,y) € R? : 22 + 3y?> = 6}, u = —ydz + zdy;
(c) w=ydx Ady, M = {(z,y) € R?: 1 < 2%+ 3(y — 1)? < 6}, u = dz A dy;
) w=(z+1)dy, M ={(z,y) € R* : 2° + 3(y — 1)* = 6}, p = (y — 1)da — ady;
) w=ydxAdz+e"dxNdy , M = {(z,y,2) € R® : 22 + y* + 12% = 1}, com uma
orientacao a sua escolha;
(f) w:myd:L‘/\dy/\dZ,M:{(x,y,z)6R3:$2+y2+%z2<1},,u=—d:n/\dy/\dz;
w = Ndz + 2zaz N dx + ax N\ =1(z,y,2) € rxt 4yt + 24 = 1<
(8) w=ydy Ndz+2zdz Ndz +da Ady, M = {(z,y,2) ER® 1 a? + > + 27 =4, —1
z < 1}, com uma orientagao a sua escolha;
(h) w = Va2 +y? +22(zdy A dz + ydz A dz + 2dz A dy), M = {(z,y,2) € R3 :
2?4yl +22 =4, 2> 0}, p=xdy Adz +ydz A dx + zdz A dy;
(i) w = 2ydyAdz+ze® dzAda+dzndy, M = {(z,y,2) € R? : 22492422 = 4, 2 < 0},
w=xdy Ndz+ ydz A dx + zdx A dy;
]) w=dxr ANay N\ dz +wdx A dy N dw, = (z,y,z,w) € Y+ tw =
() dx Ndy N d dz N dy A dw, M = {( yERY 2?2 + 9% + 22 2
4, w < 0}, p=azdy Ndz AN dw — ydz Ndz A dw + zdz A\ dy A dw — wdx A dy A dz.

5. (a) Seja w € QF(R™) uma forma-k exacta, e sejam a e 3 dois potenciais para w.
Mostre que 3 = a + dn para alguma forma n € QF2(R").



(b) Seja F': R™ — R™ um campo vectorial conservativo, e sejam ¢ e 1 dois potenciais
para F. Mostre que ¢ = ¢ + K para alguma constante K € R.

(c) Seja F : R* — R3 um campo vectorial rotacional, e sejam A e B dois potenciais
vectores para F. Mostre que A = B + V f para algum campo escalar f : R3 — R.
Sugestao: Use o resultado da alinea (a).

6. Um campo vectorial ' : R — R" de classe C! diz-se fechado se a forma wp € Q(R?)
é fechada. Mostre que F' é fechado sse

or;  OF;

aZL‘i N aZL‘j

Vi#£j.
7. Calcule o trabalho de F' ao longo da curva C' com a orientacao indicada:

(a) F(z,y) = (ﬁ,ﬁ), C = {(z,y) € R?: 2 +y* = 1, z > 0} no sentido
crescente dos yy;

(b) F(z,y,2) = (23,43,2), C é intersecdo do cone de equacio 22 = z2 + y? com o
plano z = 1 4 ¥, num sentido & sua escolha;

(c) Flz,y,2) = (yz + Laz,zy), C = {(z,y,2) e R¥: 22 =2 + ¢, x4y =1, 0<
z < 5} no sentido decrescente dos zz;

(d) F(z,y) = (¢Y,ze¥), C é a espiral parametrizada por g(t) = (et cos(t), e ' sen(t)),
t € [0,47], com a orientagao induzida por g.

8. Use o Teorema de Stokes para calcular o integral de linha de F' ao longo da curva C
percorrida no modo indicado:

(a) F(x,y,2) = (22,2,3y), C é a interseccio do cilindro de equagio 2% + y? = 4 com

o plano z = x percorrida no sentido directo quando observada do ponto (0,0, 10);

(b) F(x,y,z) = (y?,22,2%), C é a intersecgio do cilindro de equacio x2+y? = 2y com

o plano z = y percorrida no sentido directo quando observada do ponto (0,0, 10);

9. Considere a variedade M = {(z,y,2) € R®: y =3 — Va2 + 22, 1 <y < 2} e o campo
vectorial F': R3 — R3 dado por F(z,y,2) = (ve¥, —2eY,z¢¥). Calcule o fluxo [ F-n

M
segundo a normal unitaria n com segunda componente negativa usando:

(a) a definicao de fluxo;
(b) o Teorema da Divergéncia,
(c) o Teorema de Stokes.

10. Repita o exercicio anterior para F(z,y,2) = (y,2,2), M = {(x,y,2) € R3 : 22 + ¢y =
2 +sen(z), 0 < z < 27} e normal unitdria n satisfazendo n(v/3,0,%) = (1,0,0).

11. Calcule o fluxo de F' através da superficie S segundo a normal unitaria n, onde:

(a) F(x,y,2) = (x +arctg(y® + 22),e" %, 22 —2+1), S = {(z,5,2) € R : z > 0,
22+ (v/22 +y? — 2)2 = 1}, normal n com terceira componente positiva;

(b) F(z,y,2) = (yz,2zze* 2zyeY’), S = {(z,y,2) € R3 : & = y? + 22, = < 4},
normal n com primeira componente positiva;

(c) F(z,y,2) = (23,92,2%), S = {(z,y,2) e R} : 22 4+ 9y2 =9, —1 < z < 4}, normal n
satisfazendo n(3,0,1) = (1,0,0);

(d) F(z,y,2) = (22 + y*)(2,4,0), S = {(z,9,2) € R3 : 2 = 25 — 22 — 2, 2 > 0},
normal n satisfazendo n(0,0,5) = (0,0, —1);



(e) F =r1ot(A) com A(z,y,2) = (222, y+ 2, zcos*(z +y?)), S = {(z,y,2) ER3: 23 =
2?2+’ l<z< 2}, normal n com terceira componente negativa;
(f) F(x,y,2) = (2yz — 22,202 —22,2), S = {(7,y,2) ER3 : z =sen(2? +y*> —7), 7 <

x? + y% < 27}, normal n satisfazendo n(@, @, 1) =(0,0,1).

Sugestao: use o Teorema da Divergéncia ou o Teorema de Stokes para campos vectoriais.

12. Seja D uma regido em R? cuja fronteira 9D é uma variedade-1 (excepto possivelmente
num nimero finito de pontos). Seja F' = (P,Q) um campo vectorial de classe C!
definido num aberto contendo D U dD. Usando o Teorema de Stokes para formas
diferenciais, prove o Teorema de Green:

oQ OP
F-d —// (—)d:rd ,
/8D g p \ 0z dy Y

onde 0D é percorrida de modo ao conjunto D ficar do lado esquerdo, i.e., a orientacao
em 0D é induzida pela normal exterior.

13. Usando o Teorema de Green, calcule / F - dg nos seguintes casos:
C
(a) F(x,y) = (H%, z), C = C; UCy onde C; é a circunferéncia de raio ¢ e centro na
origem, C] é percorrida no sentido horéario e Co no sentido anti-horério.
1
1 + 1-2 + y2
por |z| <ae |yl <a (a> 0 constante), percorrida no sentido anti-horario.

(b) F(z,y) = (:p eV —a?ye v 4 > , C é a fronteira do quadrado definido

14. Sejam P; e P, dois pontos distintos em R?. Seja F' um campo vectorial fechado de
classe C! definido em U = R?\ {P}, P5}. Sejam C; e Cy duas circunferéncias contidas
em U, de centros P; e P, respectivamente, e de raios suficientemente pequenos de modo
a regiao limitada por cada C; apenas conter P;. Sabendo que

/F-dg:2 e /F-dg:5,
Cl C'2

quando C; é percorrida no sentido directo, calcule todos os valores possiveis para o
trabalho da for¢a F' ao longo de variedades-1 compactas e contidas em U.

15. Seja w € Q' (R?\ {(0,0), (1,0)}) a forma-1 dada por

w= Y S dr + T vl d
T\ 2y 2y @o12tyr)
(a) Mostre que w é fechada.
(b) Determine se w é exacta em R?\ {(0,0), (1,0)}.
(c) Determine se w é exacta em {(z,y) € R? : 22 +¢? > 4}.
16. Seja U = R3\ {(0,0,0)}, a > 0 e considere a forma w, € Q?(U) dada por

y z

= dz N\ d.
e @it 2T Gt

—dy Ndz + de N\ dy .

(22 4+ y? + 2?)
(a) Determine para que valores de a > 0 a forma w, é fechada.

(b) Para o(s) valor(es) encontrados na alinea anterior, calcule [gw,, onde S C R? ¢ a
superficie esférica de raio 1 e centro na origem, com uma orientacao a sua escolha.

(c) A forma w, é exacta em U? Justifique.



