Analise Matematica IIT A — Ficha 7

Formas Diferenciais

. Calcule a derivada exterior das seguintes formas diferenciais:

f) 22 cos(z)dx A dy + yPwrdy A dz + e® sen(y)dz A dw + 4dx A dw € Q%(R?).
. Calcule os pull-backs das seguintes formas diferenciais pelas fungoes indicadas:
(a) y?dx + x2dy + 2%dz por (z,y,2) = g(t) = (cost,sent,t);

(b
(
(d

)

) —ydzx + xdy por (z,y) = g(r,0) = (rcos @, rsenb);
c) dx ANdy ANdz por (z,y,z) = g(r,0,z) = (rcosf,rsenb, z);

) zdx A dy + xdy A dz + ydz A dz por (z,y,2) = g(z,y) = (z,y, 2% + y?);
(e) yzdx + xzdy + xydz por (x,y,z) = g(0,¢) = (sen p cos b, sen p sen §, cos );
(f) dz Ady Adz por (x,y,2) = g(p,8,p) = (psenpcos b, psenpsen b, pcos ).
. Prove as seguintes propriedades:

(a) g Aw = gw, para g € C°(R") = QO(R") e w € QF(R™);
(b) d*w = 0, para qualquer w € QF(R");
(c) f*(dw) = d(f*w), para w € QF(R™) e f : R™ — R™ de classe C*°.

. Sejam g : R" - R e f:R” — R fungoes de classe C*°. Mostre que

g (fdxy Ndzg N --- Ndxy) = (f o g)det(Dg)dzy Adzg A -+ Adxy, .

. Decida se as seguintes formas diferenciais sdo exactas. Em caso afirmativo, calcule um
potencial.

(a) ye*¥ dx + x e dy; (b) zydx + x2dy + zdz;
n
(¢) zdz A dy + 2%dy A dz; (d) > zidxy;
i=1

(e) e* cos(x)dx A dy — e* sen(z)dy A dz + 2 e* dz A dz;
) (zyz + (z +y + 2)*)dx A dy A dz.



6. Seja f : R3 — R um campo escalar de classe C' e F': R? — R3 um campo vectorial de
classe C'. O rotacional de F é o campo vectorial definido por
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e a divergéncia de F' é o campo escalar definido por
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div(F) =V - F =

onde F' = Fiey + Fyes + F3e3. Associa-se ainda ao campo vectorial F' uma forma-1,
wp, € uma forma-2, Q g, definidas por

wp = Fidx 4+ Fody + Fsdz e Qp = Fidy Ndz + Fodz Ndx + Fzdx A dy .
Compare com o exercicio 10 da ficha 6.) Mostre que:

(

(a) df = wvy;

(b)

(c) dQp = (V- F)dx A dy A dz;

(d) V x (Vf)=0,se f édeclasse C*> (ourot(Vf) =0);

(e) V-(VxF)=0,se F éde classe C*> (ou div(rot(F)) = 0).

7. Um campo vectorial F' : D C R® — R" de classe C! diz-se um gradiente (ou um
campo conservativo) se existir um campo escalar ¢ : D — R (dito potencial de F') tal
que F' = V. Determine se os campos vectoriais seguintes sao gradientes. Em caso
afirmativo, calcule um potencial.

(a) F(z,y) = (ay? 2%y);
(b) F(m7 y? Z? w) = (y7 Z? w7 :L‘);
(c) F(z,y,2) = (y,@,2).
8. Um campo vectorial F': D C R3 — R3 de classe C' diz-se um rotacional se existir um
campo vectorial A : D — R3 (dito potencial vector de F) tal que F' = V x A. Determine

se 0s campos vectoriais seguintes sao rotacionais. Em caso afirmativo, calcule um
potencial vector.

(a) F(z,y,2) = (y,2,2);
(b) F(z,y,2) = (z,2,y);
(¢) F(z,y,z) = (cosy,e?, senx).



