Andlise Matematica IIT A — Ficha 6

Tensores e Covectores

Notacao: Nesta ficha, {e;}i=1,.. , denota a base canénica de R", e {e'}i=1 ., C (R")*
denota a base dual.

1. Decida, justificando, se as seguintes fungbes sao tensores, ou covectores, ou nem uma
coisa nem outra:
(a) T:R* =R, T(x1,22,23,14) = 421 — 529 + 224;
(b) T : R? x R? — R, T(u,v) = z122 + T1y2 + T2y1 + y1y2, onde u = (1, 22) €
v = (y1,92);
() T:R?2xR? - R, T(u,v)=z1y2 + 2oy1, onde u = (21, 22) e v = (y1,y2);
(d) T:R*xR* =R, T(u,v) = x1y2 — T2y1 + 23ys — T4y3, onde u = (1, T2, T3, 24)
e v = (y1,Y2, Y3, ¥4);
() T : R? x R2 x R? - R, T(u,v,w) = r1y320 — 2321 + 24, onde u = (x1,23),
v=(y1,y2) e w= (21, 22);
(f) T:R3xR3xR3 - R, T(u,v,w) = 219223, onde u = (r1,22,23), v = (Y1,%2,y3)
e w = (z1,22,23).

2. Mostre que os covectores-1 e}, ..., e} € (R")* sdo linearmente independentes.

3. Mostre que, se S, T : (R™)F — R sdo multilineares e a,b € R, entdo aS + bT também é
multilinear.

4. Prove as seguintes propriedades do produto tensorial:
(a) M(S®T)=(AS)®T = S® (\T), para quaisquer A € R, S € TF(R"), T € T'(R");
(b) (SeT)®U = S®(T®U), para quaisquer S € TF(R"), T € T R"),U € T™(R").
5. Escreva cada um dos seguintes tensores-3 em R* como uma combinacio linear dos

elementos da base {ef @ e; ® € }ijk=1234, € calcule T(e1, ez, €3):

(a) T(u,v,w) = 31223 + Tay123 — 2T2ya21, onde u = (1, 22,73), v = (Y1,Y2,Y3) €
u = (21,22, 23);

(b) T = (e +2e} + 4e}) ® (e ® e} — 3¢ @ €});

(c) T=S®R,onde S = e} +2¢} e R=5eb @ el +V/2ef @ eb;

(d) T=R®S, onde S e R sao os tensores definidos na alinea anterior;

(e) T = (& + 3¢} — €}) ® 3¢} @ (mely — Tel) .

6. Prove que Alt(T) € A*(R") para todo o T € T*(R").

7. Calcule Alt(e}), Alt(e] ® e3), Alt(e; @ e}) e Alt(e] @ e]).



10.

11.

12.

. Qual a dimensao dos seguintes espacos vectoriais:

(a) T2(R?),  (b) A%(R?), (o) ART),  (d) A%(R?),  (e) A°(R).

Indique uma base para cada um deles.

. Escreva cada um dos seguintes covectores-3 em R* como uma combinacio linear dos

elementos da base {e] Ae5 Ae€j, ef Nes ANey, ef Nes Ne;, es Nej Aey}, e calcule
wler, ez, e3):

(a) w(u,v,w) = T1Yoz4 — T1Ys2z2 — TaY124 + T2Ysz1 + T4y122 — T4Y221, onde u =

(21,22, 23), v = (y1,Y2,y3) € u = (21,22, 23);

(b) w = (e} + 2e5 +4def) A (ef A€ — 3ef Aef);

() w=aApB,onde a=e}+2e e 3=D5es A e+ \2e Aes;

(d) w= P Aa,onde a e 3 sao os covectores definidos na alinea anterior;

(e) w= (e +3e3 —e}) A 35 A (me} — Te) .
Dado o vector

a = (ay,a9,a3) € R?
define-se o covector-1
wa = are} + agey + azel € A(R3)
e o covector-2
Qo = arel A el + agel A el + azel A el € A2(R?) .

Mostre que

(a) wq Awp = Quxp, onde “x” designa o produto externo de vectores em R3;

(b) wa AQy = (a-b) el Aej Aeh, onde “” designa o produto interno usual em R3.

Sejam v, ...v, € R". Usando a definicdo de produto exterior, mostre que

e1N--ANer(vi,...,vp) =det [v1 -+ vy

Sugestao: recorde que, se A é uma matriz n x n de entradas {a;j}ij=1,.n, entao
det(A) = > cx, 8810(0)a15(1)024(2) " * Ano(n), Onde Ly é o conjunto de todas a per-
mutacoes de n elementos.

(Mudanca de bases) Sejam {v;}i=1,..n € {w;}i=1,. n duas bases de (R™)*. Seja S a
matriz mudanca de base, de entradas {sij}iﬁjzlw_n, i.e. as entradas de S satisfazem as
relagdes w; = )7, s;505. Mostre que

w1 A Awyp =det(S)vy A Ay, .



