Analise Matematica III A — Ficha 4

Teorema de Fubini. Mudanga de varidveis de integracao

. Inverta a ordem de integracao dos seguintes integrais:

1 p2z2
a)/ f(x,y)dydz; / / (z,y)dydz;
2y%—1 sen
/ / (z,y)dzdy; / / (z,y)dydx.

%
Nota: As regides de integragao dos integrais das alineas (a) a (c) ja foram estudadas
no exercicio 8 da ficha 3.

. Escreva os seguintes integrais nas ordens de integracao dydzdzx e dydxzdz:

/ /1 5‘3/ (z,y, z)dzdydz; (b) /01 /01 /0x2+y2 f(z,y, z)dzdydx;
C)/o /962 /0 f(z,y, z)dzdydz.

Nota: As regioes de integracao destes integrais ja foram estudadas no exercicio 9 da
ficha 3.

. Considere o sélido S e escreva o integral do volume de S, [[[1, como um integral
iterado numa ordem de integragao a sua escolha:

(a) S={(z,y,2) ER3: /y2 + 22 <2 <2—9y? - 22}
(b) S ={(z,y,2) €R3: 222 + 222 <y <1+ 2%+ 22}

Sugestao: Em cada uma das alineas, existe uma ordem de integracao na qual o volume
de S se escreve como um unico integral iterado. Tente encontra-la.

. Seja f:]0,1] x [0,1] — R a fungao definida por

—s se (z,y) # (0,0)
Z, = (17"'9) .
f( y) {Q se (z,y) = (0,0)

Prove que f nao é integravel no conjunto [0, 1] x [0, 1].

. Seja f :R? — R a funcdo definida por

(z—y)

U0 ge0<az<lel<y<uz
f(z,y) = .
0 caso contrario

onde ¢ €]0,1[. Prove que f é integravel en R? e calcule o seu integral.



6. Esboce as regioes de integracao e calcule os integrais:

a) // sen” z sen ydzdy, onde S = [0, 3] x [0, 7];
S

b)K/&wdw%OMESZH%MGR%hﬁﬂmélh

/ I / v’ dedyda;

/ / / sdzdydz, onde S € a regiao limitada pelos trés planos coor-
1+x+y+@
denados e pelo plano z +y + z = 1.

7. Calcule o centréide da regiao S C R? limitada pelas curvas:

(a) y = sen?

(b) Ve+y=1,z=0ey=0.

8. Seja S uma placa fina, plana, de massa m. Sejam Lg e L duas rectas paralelas, perten-
centes ao plano que contém S, a uma distancia h uma da outra, com L a passar pelo
centro de massa de S. Prove que os momentos de inércia de S em relacao a L e a Ly
satisfazem a férmula I, = I, + mh?.

z,y=0,z=0ex =m;

9. Usando coordenadas polares, calcule os seguintes integrais:

1 pvV1—22 z+y 2a rvV2ax—z? ) )
a) / / Ziy — 5 dyd; (b)/ / x* +y dydx.
0 1—x 0 0

10. Usando coordenadas cilindricas, calcule:

(a) a massa do sélido S = {(x,y,2) € R? : 22 + y? < 1, |z| < 1}, sabendo que a
densidade de massa é o(x,y,z) = e—932—212;

(b) o volume da regiao definida na pergunta 9(e) da ficha 3:
S={(z,9,2) ER3:2>0,y>0,0<2<1, 224y < 2241, 4o?+4y? +422 > 1};
(¢) o volume das duas regioes definidas na pergunta 3;

(d) o volume da regido S C R3 limitada pelo cone 2% = 22 + 4y? e pelo paraboldide

z = 222 + 8y%. Sugestdo: Use coordenadas cilindricas elipticas (r,#,z), onde
(x,y,2) = (arcos@,brsen, z), e a e b sdo constantes positivas a determinar pelo
problema.

11. Usando coordenadas esféricas, calcule:

(a) a coordenasa z do centréide de A = {(z,y,2) € R3 12?2 +¢y2+22 <1, 0<z <
y, 0 <2< 1}

(b) o momento de inércia de B = {(z,y,2) € R3 : 22 +¢y? +22 <1, 2 > /22 + y2} em
relacao ao eixo dos zz, sabendo que a densidade de massa é o (z,y, z) = 22 +y%+22%;



(c) o volume do elipséide C' = {(x,y,z) € R3 : z—i + %; + i—; < 1} (a,b, ¢ constantes
positivas).

12. Seja A C R? a regido limitada pelas rectas ¢ = 0, y = 0 e 2 + y = 1. Usando uma
mudanga de coordenadas apropriada, calcule o integral

fl (G

) dzdy .
13. Prove as seguintes relagoes:

1
o [[ e+ undy = [ sdu, onde A= () € B slal +1s] < 1)

0 ffs @)= [ 12

onde B = {(xy)€R2 1§xy§2, 1<2<2,2>0, y>0}

2
) // flzy)dady = log2/ f(u)du, onde C é a regiao do primeiro quadrante de
C 1
R? limitada pelas curvas zy = 1, 2y = 2, y = x e y = 4x.

14. Em cada uma das alineas, defina uma mudanca de variaveis tal que o integral indicado
se exprime, nas novas coordenadas, como um integral iterado de limites de integracao
constantes. Use essa mudanca de varidaveis para calcular o valor do integral.

// 7ty —5—5drdy, onde A = {(z,y) e R*: 0 <zy < 1, 2 > /1 +y?};

(22 —y?)?
// <x+>dxdy,
onde B = {(z,y) e R? : 22 <y <222, 1 < 2?2 +2y2 <2, >0}

15. Seja B"(R) = {(21,...,2,) € R" : 22 + -+ + 22 < R} a bola em R™ de centro na
origem e raio R > 0 e seja V,,(R) o Volume n-dimensional de B™(R).

(a) Mostre que V,,(R) = R"V,,(1).

(b) Mostre que V;19(1) = 2%

75 Vn(1). Sugestao: Comece por verificar que

Bn+2(1) = {(acl, .. HZTH_Q) S Rn+2 (1’1,.1}2) € B2< ), (xg, e ,xn+2) S Bn( 1-— x% — ;L'%)} .

(c) Mostre que

(277)%]%” se n é par
vy = "
2(2m) = R L
nn—2) 3.1 se n é impar



