Andlise Matematica IIT A — Ficha 3

Medida e Integral de Lebesgue. Esbogos de conjutos

. Prove que, se A e B sdo subconjuntos de R™ mensuraveis, entao A N B também é
mensuravel.

. Prove que um subconjunto aberto nao vazio de R" nao tem medida nula.

. Decida, justificando, se os seguintes conjuntos tém medida nula:

r,y,2) ER3 12?2 +92 <1, z=0};

ry.2) € RS 1a? 4y = 7).
z,y,2) ER* i x+y+2=9¢q, g€ Q};
az,y)ERQ:acQ—Fy?:%—F%, x & Q, n,m e N};

z,Y,z, U}) S R4 W = emfysen(z)}.

A~~~ N /N /N /N

. Dé um exemplo de um conjunto limitado de medida nula cuja fronteira nao tenha
medida nula.

. Seja Ap = [0, 1]. Dividindo Ay em trés partes iguais e retirando-lhe o intervalo aberto do
meio ]%, %[, obtém-se o conjunto 4; = [0, %] U [%, 1]. Repetindo o processo, retirando o
tergo do meio aos intervalos [0, 1] e [2, 1], obtém-se o conjunto Ay = [0, §]U[2, 1]U[2, Z]U
[3,1]. Continuando, obtém-se uma sucessao de conjuntos {An}nen. Seja C = () A,.

n

(a) Prove que C' tem medida nula.

(b) Prove que C nao é numeravel.

Nota: Ao conjunto C' chama-se conjunto de Cantor. E um exemplo de um subconjunto
de R com medida nula que nao é numeravel.

. Seja f : R™ — R uma funcao mensuravel. Mostre que o conjunto
fHo={reR": f(x) =c}

¢ mensuravel para todo o real ¢ € R.

. Mostre que a funcao f : [0,1] x [0,2] x [1,2] — R definida por

sen(zy) + cos(yz) se xyz € Q

1 caso contrario

f(CL‘,y,Z) = {

é integravel e calcule o seu integral.



8. Esboce os seguintes conjuntos:

(a) {(z,y) eR2:0< 2 <1, 22 <y <222}

() {(z,y) eR?: -1 <2 <1, 22 -2<y<V1 a2}
(€ {(z,y) eR*: 1<y <1, —/1-y? <z <2 1}
(@) {(wy) € R?: [2] + [yl <1, =3 <a? —y? < 3}

9. Esboce os seguintes conjuntos e determine os cortes segundo planos perpendiculares
aos eixos dos xx e dos zz.

(a) {(z,9,2) €ER®:0<2<1,0<z4+y<1, 0<z<z+y)

(b) {(z,9,2) eR*:0<2<1,0<y<1 0<z<a?+y*}h

(c) {(w,y,2) €ER3: 222 +29? < 2 < 1+ 22 + 9% };

(d) {( Z)ERSIOSZESL§§y§$2,0§2§$2};

(e) {( 2)ERP:2>0,y>0,0<2<1, 224+9% <22 +1, 42® + 49> + 422 > 1}.
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