Analise Matematica II1 A — Ficha 10

Integrabilidade. Teoremas de Convergéncia para o Integral de Lebesgue
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1. Prove que a fungao & ¢ integravel no intervalo [1, +oo[ sse a > 1.

2. Decida se as seguintes fungoes sao ou nao integraveis nos conjuntos indicados. Em caso
afirmativo, calcule os integrais.

(a) f(z) = zzﬁ%i;j,enl]oalk
(b) () = gk em R\ {0);
(¢) f(z) =log(tZ3), em ]0,1[;
= 1 em {(z,y) e R?: 0 < 22 +¢? < 1};

(e) f(xayaz):maem {(x,y,z) €R3:$2+y2+2221}'

3. Decida se as seguintes fungoes sao ou nao integraveis nos conjuntos indicados.

(a) fla) =20 em]o,1[;

(b) f(z) = =, em ]1,2[;

(©) Fx) =55, em 0, +oo;

(d) f(z)=1—e"" em [1,+o0];
(e) f(z) = xsen(i) — 1, em [1,4o00[;
(f) f(z) =20 om [1,+oo.

4. Esboce as seguintes curvas e calcule o seu comprimento.
(a) E={(etsen(t),e tcos(t)) € R?: ¢t > 0};
(b) E ={(}sen(t),$cos(t)) € R*: ¢t > 0}.
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5. Seja f: RZ 5 R a funcao definida por f(z,y) =e™* ~y*

(a) Decida se f é integravel em R? e, em caso afirmativo, calcule / / f.

R2
+o0 5
(b) Calcule / e da.
—0o0
6. Calcule os seguintes limites ou prove que nao exitem:
(a) lim o ﬂd:n; (b) lim e~ 1=l sen® (z + y)dzdy;
k—4o00 Jo \/5 k—+oco JR2
2k 400 k
(¢) lim < 5dz; (d) lim de;
k—+oo Jg 1+ k—4o00 Jo 1+
2 2 ,2\k/2
(e) kgrfoo ; cos" (g )d; (f) kEToo e 15 (22 1 2) 0502 dzdy.



10.

11.

. Seja fr : R — R a funcao definida por

4k2x se 0 <x < i

_ 1 1
fro(@) = 4k —4k?z  se 5 <x < ¢ -

0 caso contrario

Calcule klim frx(z) para todo = € R, e fR fr para todo o k € N. Explique porque é
——+00

que este exemplo nao contradiz os Teoremas de Convergéncia Monotona ou Dominada.

. Calcule a derivada das seguintes funcoes:

(a) F(t) = /0 Tsenltr) o e

X

1
(b) F(t) = /0 log(x? + t*)dx, t # 0;

tS
(¢) F(t) = / e A > 1 ;
1

t o qz’t?
(d) F(t) :/ dz, t > 1;
logt T
+o00 et
. Para cada t > 0, seja F(t) = / ——dw.
0 1 +x

(a) Mostre que F' estd bem definida.
(b) Mostre que se verifica a relagao: F”(t) + F(t) = 1.

Mostre que se verifica a seguinte igualdade:

+o0 e T _ efzt
log(t):/o =" dx VYt>0.

X

Sugestao: use a Regra de Leibniz.

Sejam f :]0, +00[x]0, +oo[— R e g :]0, +oo[— R as fungoes definidas por:

+oo
fta) =2 e o g = [ s as
x 0
Mostre que
1 . . " sen(z) m
/ — . — . _ —
@dO=—3m: O dme0=0:  (© tin [ w7

Compare o resultado de (c¢) com o exercicio 3(f).

Sugestao para a alinea (c): Use (a) e (b) para concluir que g(t) = § — arctg(t), em

seguida use o Teorema da Convergéncia Dominada para calcular lim; g f0+oo ft,x) dz.



