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1. Considere a variedade
S = {(x,y,z) ER} | z=02+1% y>0,2< 1}

e o campo vectorial F(x,y,2) = (2,y,x — z). Calcule o fluxo de F na direccdo da
normal unitdria n cuja 3% componente é negativa, usando

(3 val.) (a) o Teorema da Divergéncia
(3 val.) (b) o Teorema de Stokes para campos vectoriais
(3 val.) (c) a defini¢do de fluxo

Resolucao:

(a) Consideremos os conjuntos

V=A{(z,y,2) ER* | z> a2’ +y*, y >0, 2 < 1}
Ty ={(z,y,2) ER* | 2* + ¢y <1,y >0z =1}
ng{(x,y,z)ER3|sz2,y:0}

Temos 0V = S UT; UT,. Aplicando o Teorema da Divergéncia em V, vem

//F-l/dVg—i—//F~l/dVQ—|—//F~I/dV2—// (V-F)dVs =0,
S T Ty v

onde v é a normal unitaria exterior a V e usdmos V - F = 0. Assim,

//S}?.,/azv2 //FdeQ //Fuva
//Tla:—zdvg //T y) Vi

= V012 T1



onde usamos as igualdades y = 0, em Ty, e [[, xdVy = 0. Uma vez que
v3 < 0 em S, concluimos que

//F-udvg://]?-ndv?:f
S S 2

(b) Notando que
22
Qp = zdy Ndz +ydz Ndx + (x — z)de Ndy = d (yzdz + yzdr + ?dy) ,

concluimos que A = (yz,%,yz) é um potencial vector para F, ou seja,
V x A =F. Aplicando o Teorema de Stokes para campos vectoriais, vem

//F-nd\/g://F~ndV2://(VxA)-ndVQ: A - dg,
S S S oS

onde S denota o fecho de S e g percorre 98 no sentido directo em relacdo ao
ponto (0,10'°,0). Temos S = C; U Cy, onde

Cr={(z,y,2) eR®|2? + =1,y >0, 2 =1},
Co = {(2,0,2%) |z € [-1,1]}.

Considerando as parametrizacdes v (/) = (cosf,senf, 1), 6 € [0, 7], e az(t) =
(t,0,t%), t € [-1,1], para C} e C; respectivamente, obtemos

A-dg=— A -doy — A - dos
oS Cq Ca

™ 2 1
— _/ (sen@d(cos ) + CO; ed(sene)) —/ 0dt
0 -1

T
=5
(c) Consideremos a parametrizaco para S, g: |0, 1[x]0, 7[— R3, dada por g(p, 0) =
(pcosB, psend, p*). Como a terceira coordenada da normal
og Og

P X g = (—2p* cos 6, —2p* sen B, p)

é positiva, g ndo é compativel com a orientacdo dada pela normal n. Assim,
temos

e[,
S 10,1[x]0,7[

= - // (p*(—2p” cos 0) + psenb(—2p*send) + (pcosf — p*)p) dp A df
10,1[x]0, 7|

/0
9 .



(3val.) 2. Calcule a drea da variedade S do problema anterior.

Resolucdo: Seja g a parametrizacdo utilizada na pergunta anterior. Temos,

o f i ]
0,1[x]0,7]

:// o\ 1+ 4p*dpdf
10,1[x]0,7|
T
1+4 = Z(5v5-1).
T 12 [( +40%) ]0 73(6vV5—1)

g

0g
@H dp db

(2 val.) 3. Considere a forma-1, n = (2* + y*)?zdz + (2% + y*)?ydy + dz, e a curva
C= {(:c,y,z) € R? | %4—%4—22:1, z=x+vy, x,y,ZZO}.

Calcule fcn num sentido a sua escolha.
Resolucao: Note-se que a forma 7 é exacta: n = df, onde flz,y,2) = (@4t +y2)3 +2z.
A curva C' une os pontos A = (\;5, 0, \2[) eB = (0, \ﬁ \ﬁ) Portanto, orlentado—

a de acordo com o sentido de A para B e aplicando o Teorema de Stokes, obtemos

anf(B)—f(A):é(lﬂO>3_1<4)3 j— }

L lyl 5 & integravel em R2. Se for, calcule

(2 val.) 4. Determine se a funcdo f(z,y) = 217y

o seu integral.

Resolugdo: A fungdo f é mensuravel porque é continua q.t.p (f é continua em
R?\ {0}). Uma vez que f >0, [,. f dV; estd definido é dado por

: |rsenf|
fdVy = lim // fdVy = lim // rdrdf
R2 27 koo By.(0) 27 koo 0.k)x0,27] T2(1 + 7“2)

= lim 2/ senQdQ/ dr—27r

Em particular, f é integravel.

(4 val.) 5. Seja w € Q" (R"). Mostre que w é exacta sse, para toda a variedade-(n-1), S,
compacta, sem bordo (0S5 = @) e orientdvel, se tem

/sz.
s

Resolucao: Suponhamos que w é exacta: w = da. Aplicando o Teorema de Stokes
a uma variedade S nas condicdes do eunciado, vem

/w:/ a =0,
s aS



pois 05 = @.

Suponhamos agora que w satisfaz as condi¢oes do enunciado. Temos dw = fdV,,
onde dV,, = dz' A---Ndx" e f: R" — R é de classe C°. Se p € R" é tal
que f(p) > 0, entdo, por continuidade, existe r > 0 tal que f > @ em B,(p).
Aplicando o Teorema da Stokes a S = 0B, (p) (com a orientagdo induzida pela

orientagdo dV,, em B,(p)), obter-se-ia

_ _ fp)
/Sw = /T(p) dw = /BT(p)den > 5 Vol,,(B,(p)) > 0,

contrariando a hipdtese fsw = 0. Da mesma forma se conclui que nao existe
p € R” tal que f(p) < 0. Portando, w é fechada. Do Lema de Poincaré segue que
w € exacta, pois R" é um conjunto em estrela.



