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TESTE 2 — 20 DE DEZEMBRO DE 2003 — VERSAO 1 — RESOLUCAO

apresente e justifique todos os calculos

duracdo: 90 minutos

(1) Considere a variedade-2, S C R? definida por
S={(,y,2) ER®* 12 =1+y*+ 2% o*+ 2> <4},

e orientada com o campo de normais unitdrias n, tal que n, < 0.

(4 val.) (a) Seja w =2zdx Ndy — 2ydx AN dz — xdy N dz.
Calcule fsw segundo a orientacdo dada.
(4 val.) (b) Seja & = —2ze"dx A dy + 2yedx A dz + 4e*dy A dz.
Utilizando o teorema de Stokes com S e 05, calcule fs ¢ segundo a orientac3do
dada.
Res:

a) Parametrizamos S com g(p,0) = (1 + p* pcosB, psinb), p €]0,2], 0 €
10, 27[. Temos, no ponto (p, ) = (1,7/2) que

2 0
Dg(lm/2)=] 0 1|,
1 0

e (2,0,1) x (0,—1,0) = (1,0,2), pelo que g ndo é compativel com n.
Temos g*w = —(4p* + p(1 + p?))dp A dB. Assim,

2T 2
/w — —/ / —(4p° + p(1 + p*))dpdd = 44r.
S 0 0

b) Temos d¢ = 0 e £ estd definida em todo o R?, que é um conjunto em estrela,
pelo que £ é exacta. Calculemos um potencial n = nydx + nody + n3dz para €.
De & = dn, obtemos

Ona2 om

661 — gy = —2ze"
ons __ 9m Zyeac
& — & = 4e”
dy 0z
Pondo, 1; = 0 obtemos facilmente um potencial n = —2ze*dy + 2ye*dz.

Parametrizamos o bordo de S com g(@) (5,2cos6,—2sind), 6 €0, 2.
Temos g*n = [4sin 0e®(—2sin 0) + 4 cos fe®(—2 cos 6)]df = —8¢°dh, pelo que

/5 /clwz—/as77—/27r —8¢”)df) = —167e”.



Note que a parametrizacdo de 0.5 é a consistente com a normal n.

3(z—2)

(2) Considere a forma-1, n = <($ 2)2+y2 +y Z) dx+<(a) 2)2+y

5 + 2:vyz> dy~+(zy* + 7) dz.
(a) Seja C' C R? a elipse definida pelas equagdes % + Z—; =1,z = 8§,
orientada num sentido a sua escolha.
Calcule [, 7.

(b) Considere a variedade-1, v C R? parametrizada por a(t) = (sin®t,sin®¢,t)
com t €]0, 7[.
Calcule fvn segundo a orientacdo pedida.

Res:

a) Temos ) = £+ onde p = y?zdae+2zyzdy+(vy*+7)dz e £ = @_;)—32{%2(1(%—%
oy

Como sabemos ¢ é fechada mas n3o exacta no seu dominio, sendo singular ao
longo do eixo vertical que passa em (2,0,0). Por outro lado, é facil de verificar
que 4 é exacta com p = d¢ = d(zy*z + Tz).

A elipse C' da a volta ao eixo onde £ € singular e, como sabemos, se orientarmos
C' no sentido anti-horario do ponto de vista de um observador em (2,0, 10) temos
4., & = 6m. Por outro lado, §,, ;o = 0 pois 1 é exacta. Entdo §,& = 67 +0 = 6.

b) Temos a(0) = (0,0,0) e a(m) = (0,0,7). Logo, [ pda = ¢(0,0,7) —
»(0,0,0) = 7.

Por outro lado, sendo £ fechada, o seu trabalho ao longo do caminho «(t) vai
ser o mesmo que o trabalho ao longo do segmento vertical que une (0,0,0) a
(0,0,7). Como a componente vertical de £ é nula, esse trabalho é zero. Entdo
[ nda =0+ Tr = 7.

(3) Seja ¢ : RT — R uma fungdo de classe C*° e considere o campo vectorial
flx,y,2) = ¢(x® + y* + 2%)(x,y,2). Sabendo que div f = 0, e sem calcular
directamente div f, determine ¢.

Res:

Seja S, a superficie esférica de raio r centrada na origem. Uma vez que f
é normal a S,, é imediato calcular o fluxo através de S, no sentido da normal
exterior unitdria n = X(z,y,z). Sendo f -n = ¢(r?)r, obtemos

f-n=4nrip(r?).

Sr

Seja agora r <1’ e
Vi = {(z,y,2) ER® 1 r? < 2? + 92 + 22 < T’Q}.

Temos 0V, = B, U B,,, onde B,  fica orientada com a normal exterior e B, com
a normal interior a bola de raio . Entao pelo teorema da divergéncia,

/ div f=0= _/ fon+ f-n= 47T[7°’3¢(r/2) — 7°3q§(7’2)]-
Vi B, B,

Logo, e uma vez que este resultado é vélido para todos os ' > r > 0, temos de
ter ¢(r?)r® = a onde a € R é uma constante. Logo, ¢(r?) = a/r.



(2.5 val.)

(4)

E imediato verificar que com o(r?) = a/r3, f tem de facto divergéncia nula no
seu dominio R?\ {(0,0,0)}.

Note que ndo podemos aplicar o teorema da divergéncia a volumes que con-
tenham a origem, pois f ndo estd definido em (0,0,0). O campo f é o campo
eléctrico criado por uma carga eléctrica em repouso na origem, sendo a carga dada
por a (a menos de constantes).

1

Determine se a fungdo g(z,y) = é integravel em R?. Em caso

(@2+y?)>/ 4 (1422 +y?)
afirmativo calcule um majorante para ng qg.
Res:
Seja

D ={(z,y) e R*: 2* +¢* < 1}.
Observamos que em D, g é dominada por h(x,y) = 1/(x? + y?)*/*. Vejamos se
h € L(D). Em coordenadas polares teremos,

/ / / 3/2rd6’dr = 27?/ —dr
r

Como foi visto nas aulas, 1//r € L(]0,1]), pelo que h € L(D) e consequente-
mente, sendo g mensuravel, temos também ¢g € L(D), com

/g</ —27r/ —dr = 4.

Falta agora verificar o que acontece para A = {(z,y) € R? : z* +y* > 1}. Nessa

regido, g é dominada por f(z,y) = 7 2+y2(11+12+y 5 Seja,

A ={(2,y) eR*: 1 < 2” +9° <K’}
Seja fr : R? = R, k=2,3,4,... definida por
_ f(xvy)7 (xmy) EAk:
wen = {1 S

Temos que a sucessdo de fungdes{ f;. } € mondtona crescente porque f é positiva.
Por outro lado, f; € L(A) pois fi é continua e limitada no interior do compacto
A, e é zero fora de A,. Temos ainda,

2r rk
/Afk = /Ak f :/0 /1 7’(1——1|—7“2)Td0dT = 2nfarctan k — /4] < 7%/2.

Logo, o TCML diz-nos que f € L(A) e que [, f = 7*/2. Uma vez que g é
mensurdvel, temos entdo também g € L(A) e

fvs -

Como R?* = DUA (e DN A é a circunferéncia de raio 1 que tem medida nula),
temos também g € L(R?) e

/g—/g+/g<47r+7r /2.
R2




