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(1) Considere a variedade S ⊂ R3 definida por

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = sin
√

x2 + y2, 0 <
√

x2 + y2 < 2π}.
(a) Determine a equação do espaço tangente a S no ponto (π, 0, 0).(3 val.)

(b) Em que pontos é que podemos garantir que é posśıvel descrever localmente(3 val.)
S como o gráfico de uma função de classe C1, da forma x = g(y, z) ?

(c) Seja f(x, y, z) = 1q
1+cos2

√
x2+y2

. Calcule
∫

S
f .(3 val.)

(2) Considere a região de R3 definida por

V = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤
√

x2 + y2, z +
√

x2 + y2 ≤ 2, x ≥ 0, y ≥ 0}.
(a) Escreva uma expressão para o volume de V em termos de integrais iterados(3 val.)

do tipo
∫

(
∫

(
∫

dx)dy)dz.

(b) Sabendo que V tem densidade de massa dada por α(x, y, z) = 5z, calcule a
massa de V .(3 val.)

(3) Mostre que a união numerável de conjuntos de medida nula tem medida nula.(2.5 val.)

(4) Seja M ⊂ Rn uma variedade-k, seja p ∈ M e v ∈ TpM . Mostre que existe(2.5 val.)
uma curva C sobre M , parametrizada por γ :] − ε, ε[→ M , com ε > 0, tal que
γ(0) = p e γ′(0) = v.

Sugestão: Escreva os pontos de Rn na forma (x, y) com x ∈ Rk e y ∈ Rn−k.
Suponha que localmente em p = (x0, y0), M é o gráfico de uma função de classe
C1 da forma y = f(x). Escreva v = (vx, vy) e considere a curva em Rk dada por
β(t) = x0 + tvx.


