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Resolução Sumária

Duração: 1 hora e 30 minutos.
Apresente todos os cálculos e justificações relevantes.

1. Considere o conjunto

M =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x4 + y4 + z4 = 1

}
(a) Prove que M é uma variedade.(2 val.)

(b) Determine a equação do plano tangente a M no ponto ( 1
4√3

, 1
4√3

, 1
4√3

).(2.5 val.)

(c) Determine os pontos de M mais próximos da origem.(3 val.)

Resolução:

(a) Seja F a função de classe C1 dada por F (x, y, z) = x4 + y4 + z4 − 1. Temos
M = F−1(0) e rank DF (x, y, z) = rank [ 4x3 4y3 4z3 ] = 1, ∀(x, y, z) 6= 0. Como
0 /∈ M , M é uma variedade-2.

(b) O plano tangente a M em p = ( 1
4√3

, 1
4√3

, 1
4√3

) é perpendicular ao vector ∇F (p) =

4 · 3−
3
4 (1, 1, 1) e passa em p. Portanto tem equação

∇F (p)·
(

x− 1
4
√

3
, y − 1

4
√

3
, z − 1

4
√

3

)
= 0 ⇔

(
x− 1

4
√

3

)
+
(

y − 1
4
√

3

)
+
(

z − 1
4
√

3

)
= 0.

(c) O problema é equivalente a determinar os pontos de ḿınimo da restrição a M da
função de classe C1, f(x, y, z) = x2+y2+z2. Uma vez que M é compacta (pois M =
F−1(0) e F (x, y, z) −−−−−−−−→

‖(x,y,z)‖→∞
∞), f |M tem máximo e ḿınimo. Para determinar os

candidatos a pontos de extremo, aplicamos os método dos multilicadores de Lagrange:{
(∇f)(x, y, z) + λ(∇F )(x, y, z) = 0
F (x, y, z) = 0

⇒

(|x|, |y|, |z|) ∈
{
e1, e2, e3, (0, 1

4√2
, 1

4√2
), ( 1

4√2
, 0, 1

4√2
), ( 1

4√2
, 1

4√2
, 0), ( 1

4√3
, 1

4√3
, 1

4√3
)
}

.

Calculando o valor de f nos pontos acima, conclúımos que os pontos de M mais
próximos da origem são (±1, 0, 0), (0,±1, 0) e (0, 0,±1).



2. Considere o conjunto mensurável à Jordan

S =
{

(x, y, z) ∈ R3 | (
√

x2 + y2 − 2)2 + (z − 2)2 ≤ 1 ,
√

x2 + y2 − 1 ≤ z ≤ 2, x, y ≥ 0
}

(a) Escreva uma expressão para o volume de S em termos de integrais iterados da forma(3.5 val.) ∫ (∫ (∫
dx

)
dy

)
dz.

(b) Seja f(x, y, z) =
√

x2+y2−2√
x2+y2

. Calcule
∫∫∫

S fdV3.(3.5 val.)

Resolução:

(a)

Vol(S) =
∫ 2

1

∫ 2−
√

1−(z−2)2

0

∫ √(z+1)2−y2r“
2−
√

1−(z−2)2
”2
−y2

1dx

 dy

 dz

+
∫ 2

1

(∫ z+1

2−
√

1−(z−2)2

(∫ √(z+1)2−y2

0
1dx

)
dy

)
dz.

(b) ∫∫∫
S

fdV3 =
∫ π

2

0

(∫ 2

1

(∫ z+1

2−
√

1−(z−2)2

ρ− 2
ρ

ρdρ

)
dz

)
dθ

=
π

2

∫ 2

1

[
(ρ− 2)2

2

]ρ=z+1

ρ=2−
√

1−(z−2)2

=
π

4

∫ 2

1

(
(z − 1)2 − 1 + (z − 2)2

)
dz

=
π

4

([
(z − 1)3

3

]2

1

− 1 +
[
(z − 2)3

3

]2

1

)
= − π

12
.

3. Sejam M,N ⊂ R3 variedades-2 diferenciáveis (i.e., superf́ıcies) compactas e disjuntas.(2.5 val.)
Sejam p ∈ M e q ∈ N , tais que a distância ‖p − q‖ é ḿınima. Mostre que o plano
tangente a M em p é paralelo ao plano tangente a N em q.

Resolução: O conjunto M × N ⊂ R6 é uma variedade-4: sejam F : U ⊂ R3 → R e
G : V ⊂ R3 → R funções de classe C1 tais que M ∩ U = F−1(0), N ∩ V = G−1(0) e
rank DF = rank DG = 1. Definindo H(x,y) = (F (x), G(y)), x ∈ U , y ∈ V , temos

rank DH = 2 (pois DH(x,y) =
[

DF (x) 0
0 DG(y)

]
) e (M ×N) ∩ (U × V ) = H−1(0).

O ponto (p,q) ∈ M × N é um ponto de ḿınimo da restrição a M × N da função
h(x,y) = ‖x − y‖2, x,y ∈ R3. Sejam U 3 p e V 3 q conjuntos abertos para os
quais existem F : U ⊂ R3 → R e G : V ⊂ R3 → R como acima e defina-se H como



anteriormente. Pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange, existem λ1, λ2 ∈ R tais
que

∇h(p,q) + λ1∇H1(p,q) + λ2∇H2(p,q) = 0,

ou seja {
2(p− q) = −λ1∇F (p)
2(q− p) = −λ2∇G(q)

,

pois ∇h(x,y) = 2(x − y,y − x). Como TpM ⊥ ∇F (p), TqN ⊥ ∇G(q) e p − q 6= 0
(pois M e N são disjuntas), conclúımos que TpM é paralelo a TqN .

4. Mostre directamente a partir de definição de mensurabilidade à Jordan que, se S ⊂ Rn é(3 val.)
um conjunto mensurável à Jordan com medida nula, então Voln(S) = 0.

Resolução: Seja I ⊂ Rn um intervalo compacto tal que S ⊂ I. Temos de mostrar que∫
I χS = 0. Seja 0 ≤ s ≤ χS uma função em escada e seja P uma partição de I tal

que s é constante no interior dos subintervalos de P . Como S tem medida nula, temos
χS = 0 q.t.p em I e portanto s = 0 q.t.p em I. Seja J um subintervalo de P . Como
s é constante em int(J) e s = 0 q.t.p, tem que ser s = 0 em int(J) (pois int(J) não
tem medida nula). Conclúımos que

∫
I s = 0, para toda a função em escada 0 ≤ s ≤ χS ,

donde segue
∫
I χS = 0.


