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apresente e justifique todos os calculos
cotacao: 2.5 valores por alinea

(1) Considere a equagdo
23+t — 2’y —cosz=0.

(a) Mostre que, numa vizinhanga do ponto (0,1), esta equagdo define implicita-
mente y como fung¢do de z, ou seja, y = f(x).
(b) Calcule f’(0), onde f é a fungdo definida em (a).

(2) Considere o elipsdide
X ={(2,y,2) €eR*: 2* +2y* + 32> =6} .

(a) Mostre que X é uma variedade de dimens3o 2 e calcule o seu espa¢o tangente
no ponto (1,1,1).
(b) Calcule o maximo da fungdo f(z,y,z) = x + y sobre X.

(3) Esboce o conjunto
X={(z,y) eR*:0<az+y<m, 20 <y<2r+2}

e calcule [, fdV paraa fungdo f(z,y) = e* Y sin(x-+y) recorrendo a uma mudanga
de coordenadas apropriada.

(4) Exprima o integral iterado

1 VIm22 2242
/ / / f(z,y,2)dzdydx
o Jo 0

como um integral iterado em coordenadas cilindricas.

(5) Demonstre o teorema do valor intermédio para integrais: Seja X um conjunto com-
pacto e conexo em R". Sejam f : X — R uma fungdo continuae g : X — R uma
funcdo ndo-negativa integravel sobre X. Prove que existe um ponto xy € X tal que

| foav = st [ gav.

Sugestdo: Se M e m sdo os valores maximo e minimo de f, entdo mg < fg < Mg.

(6) Seja f : R — R definida por f(t) = f0+°° e~ cos(tx) dz. Mostre que f'(t) =

—5tf(t) e determine f(t) a partir desta equacdo (pode usar f0+°° e dx = vr).
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Respostas sumarias:

1

)

3)

(5)

(6)

(a) Seja F(z,y) = 234+ y* — 22y —cosz. A fungdo F é continuamente diferencidvel em R? com F(0,1) =0
e %—5(0, 1) = 4 # 0. Logo, pelo teorema da fungdo implicita, a equa¢do F(z,y) = 0 define y = f(x)
como fungdo de & numa vizinhan¢a de x = 0 com f(0) = 1.

(b) Como em toda uma vizinhanca de 2 = 0 se tem F(z, f(z)) = 0, aplicando a regra da cadeia obtém-se

ai(ﬁ, flx) + aj(ivf(z))f/(&“) =0, Vx € essa vizinhanca .
oz dy
55 (0.1
Portanto, uma vez que f(0) =1, vem f/(0) = — 5% oD = 0.
oy (O

(a) O conjunto X é o nivel 0 da fungdo g : R? — R, g(z,y,2) = 22 + 2y? + 322 — 6. A jacobiana
g'(z,y,2) = [2z 4y 62] sé ndo tem caracteristica maxima (i.e., s é zero) na origem. Como a origem
ndo estd em X, conclui-se que X = {(x,y,2) € R? : g(x,y,2) = 0} é uma variedade de dimens3o
3 —1=2. O espago tangente a X no ponto (1,1,1) é o nicleo de Dg(1,1,1), ou seja, é o conjunto de
vectores ortogonais a grad g(1,1,1) = (2,4, 6):

T,y X ={(z,y,2) € R3: 2z 44y + 6z =0} .

(b) Seja Fi(zx,y,2) = f(z,y,2) + Ag(x,y,2) =z +y + Mx? + 2y% + 322 — 6). Resolve-se o sistema
OF)

-2 =0 =2 = -2
P x x

Oaﬁzo y=1 ou y=-—1
z

Ig+2y2+322=6 A=... A=...

Comparando os valores f(2,1,0) e f(—2,—1,0), conclui-se que o maximo de f sobre X ¢é f(2,1,0) = 3.

Considera-se a mudanga linear de coordenadas g : R?2 — R2, g(x,y) = (z + v,y — 22), que tem det ¢’ (z,y) =

det{ _12 1 } =3#0. Entdo g(X) = {(u,v) ER?Z:0<u <7, 0<v<2}eafungio f é hog para
h(u,v) = e"Vsinu. Pelo teorema de mudan¢a de coordenadas para o integral,
/ (hog)|detg'|dV = hdV .
X 9(X)

Ent3o, pelo teorema de Fubini,

T 2
3/ de:/ / e Vsinudvdu .
X 0 0
1 ™ . 2 e 2 9
/de:f/ smudu/e dv==(1—¢e"7).
X 3Jo 0 3

O sélido é a porgdo, no primeiro quadrante, que fica no interior do cilindro {(z,y, z) : 2 4+ 32 = 1} e abaixo do
cone {(z,y,2) : 22 + y? = 22}. Em coordenadas cilindricas, o integral fica

o1 jus r
/ /2 / f(rcos@,rsinb, z)rdzdf dr .
o Jo Jo

De acordo com a sugestdo, por comparagdo obtém-se

m/ ngS/fngSM/ gdVv .
X X X

Se [y gdV =0, entdo [ fgdV = 0 e zg pode ser qualquer ponto de X. Se [, gdV # 0, entdo, pelo teorema

Conclui-se que

do valor intermédio aplicado a funcdo f, existe g € X tal que f(zo) = ffxf%.
A fungdo g(z,t) = e cos(tx) é continua com % continua e |g(z,t)| < e —a? | 7| < \x|e_“”2 V(x,t), onde

2 2 ~ ~ . z . 7 . . .
e~ e|xz|e”* sdo fungdes integraveis. Pelo teorema que da a derivada do integral como o integral da derivada
relativamente a um paradmetro, f(t) é continuamente diferencidvel com

flt) = ( —o? cos(tx ) dz = f+°° —ze—*" sin(tz) dx
= +°°% —a? tcos(tz)ds = —% O+°° e’ cos(tz)dz = —Lf(t),
onde na igualdade do meio se primitivou por partes em ordem a x. Para f(t) # 0, tem-se J;/g)) = —%.
Primitivando ambos os membros em ordem a ¢, obtém-se In|f(t)| = — % + constante, ou seja, f(t) = ke‘é

onde k = f(0) = [;7>° e dx = % Conclui-se que f(t) = L



