Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccdo de Algebra e Analise Ultima actualizacgo: 11/1/2001

ANALISE MATEMATICA 1l
FISICA E MATEMATICA
20 TESTE PARA PRATICAR (DURACAO: 1H30)

apresente e justifique todos os calculos
cotacao: 2.5 valores por alinea

(1) Mostre que, se w é uma forma exacta, entdo w A w também ¢é exacta.

(2) Considere o grafico X em R® da fungdo f: R* = R, f(z,y) = 3(2* + ¢?).
(a) Calcule o espago tangente e o espago normal a X no ponto (1,1,1).
(b) Calcule a drea da porgdo de X sobre o disco de raio 1 e centro na origem.

(3) Seja A a porcio do hiperboldide 22 = 4? + 2% + 1 na faixa 1 < z < /2.
(a) Calcule a orientacdo de A com componente 0?® positiva.
(b) Calcule [,, xydx A dz onde o é a orientacdo da alinea (a).

(4) Considere a variedade X = {(z,y,2) € R?: 2% +3*> = 3+ 22} e o seu subconjunto
A={(z,y,2) e X: -1 <z < 1}.
(a) Verifique que A é um dominio regular, descreva OA e parametrize JA.
(b) Use o teorema de Stokes para calcular [, dw, onde w = yz dx + e”” dz e onde
0 é uma orientacdo de A a sua escolha.

(5) Decida se a forma-1
Y x
w:_x2+y2 dx + o dy

é exacta em cada um dos seguintes dominios:

Ay ={(z,y) e R*: 2 > 0},
Ay ={(z,y) eR*: 2 +y? > 1} e
Az ={(rcos,rsinf) e R* :r >0, T <60 <2r}.



AMIIl - TESTE 2 PARA PRATICAR

Solugées muito sumarias:

(1) Seja r o grau de w. Por hipétese, w = da para alguma forma-(r — 1) a. Logo, w é fechada,
i.e. dw = 0. Seja f = o Aw. Esta forma-(2r — 1) satisfaz
dB = da Aw+ (—1)" lan dw =wAw,
~~ ~
w 0
logo w A w é exacta.
2) () X ={(=,v, %(322 +92)) : (x,y) € R%} é uma variedade de dimens3o 2 em R3. Em
cada ponto (z,y,2) € X, o espa¢o tangente de X é gerado pelos vectores (1,0,z) e
(0,1,y) e o espago normal é gerado por (z,y, —1), por exemplo. Portanto,

T(l,l,l)X: ((17071)7(07171)> € N(l,l,l)X: <(1717_1)> .

(b) A porgdo A indicada tem parametrizagdo global g : {(z,y) € R? : 22 +¢y2? < 1} —

1 0
A dada por g(z,y) = (17,3;,%@2 + 32)). Como ¢'(z,y) = 0 1 |, tem-se
z Yy

Jg(z,y) = |(e1 +xe3) A (e2 +yes)| = |e12 +ye1s —xeas| = /1 + 22 + y2. Assim,
usando coordenadas polares e o teorema de Fubini, a drea de A é

VQ(A):/:W/; %mrdrdez%”(\/é—l) .

(3) (a) Considere-se a parametrizagdo de A (excepto uma curva que tem medida bidi-
mensional nula) dada por coordenadas polares no plano yz, g :]0,1[x]0,27[— A,
g(r,0) = (V72 + 1,rcos0,rsinf). A orientagio em A induzida por g,

2 sin 6 r?cos0
99 A 99 - ez + e13 +rezs
ar N oo _ V4l Vr2+1
99 A 99 1 ’
or " o ’T\/2_ r2+1‘
tem componente em e23 positiva, pelo que esta é a orientagcdo o pedida.
(b)
27 1 2 27 1
— 74 cos 0 b
/ a:yd:c/\dz:/ / \/r2+1(rcos9)7drd0:/ cos29d9-/ rdr=—.
° o Jo Vr2 +1 0 0 4

(4) (a) Aéum subconjunto aberto de X, oseu fecho A = {(z,y,2) € X : =1 <2< 1}éum
subconjunto compacto de X, a sua fronteira QA é formada por duas circunferéncias
que s3o variedades de dimens3o 1 e de classe C®°, e A =IntAem X. A = C1UC»
onde C7 é uma circunferéncia no plano z = —1 de raio 2 e centrada em (0,0,—1) e
Co é uma circunferéncia no plano z = 1 de raio 2 e centrada em (0,0,1). Cada C;
admite uma parametrizagio g; :]0, 2w[— C; (a qual sé n3o cobre um ponto):

g1(0) = (2cosb,2sin6,—1) , g2(0) = (2sin6,2cos6,1) .
(b) Para as parametriza¢des da alinea (a), tem-se
0(g1(#)) = —sinfe; +cosfea e 0(g2(f)) = cosfe; —sinbes,
T (0) = lg1(0) =2 e Jga0) = lg(0)=2.

(Note-se que uma orientagdo em A determina a orientagdo em cada uma das compo-
nentes de OA, daf a escolha das parametriza¢des da alinea (a).) Logo, pelo teorema
de Stokes, o integral pedido é

27 27
/ dw = / w= (7251n9)(7sin9)2d9+/ (2cosB)(cosf)2df =4 .
J Ao Joae Jo Jo

(5) Como dw = (a%ﬁ + ‘%ﬁ) de ANdy =...=0, a forma w é fechada.
Sendo A; um dominio em forma de estrela (pode-se tomar para centro dos raios qualquer
ponto em A1), conclui-se pelo lema de Poincaré que w é exacta em Aj.
Considerando uma circunferéncia X C As de raio R > 1 e centro na origem, verifica-se que

" 27T .

/ w:/ <M(—Rsin9)+M(Rcose)> do = 2w
Xo 0 R2 R2

onde o é a orientacdo do sentido directo. Conclui-se, pelo teorema de Stokes, que w n3o é

exacta em Ay (se fosse exacta, o integral seria zero porque X é compacta e 9X = 0).

Como A3 é um dominio simplesmente conexo e w é uma forma-1 fechada, conclui-se que w

é exacta em As.



