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ANALISE MATEMATICA 1l
FISICA E MATEMATICA
12 TESTE PARA PRATICAR (DURACAO: 1H30)

apresente e justifique todos os calculos
cotacao: 2.5 valores por alinea

(1) Mostre que a fungdo f : R* — R? f(x,y) = (sinz — cosy, £) é invertivel numa
vizinhanga de (7, 7) e calcule a derivada da fun¢3o inversa no ponto (1,1).

(2) Considere a funcdo g(x,y) = e* + 1.
(a) Quais sdo os conjuntos de nivel de g que pode garantir serem variedades de
dimensdo 17
(b) Calcule o espaco normal a X = {(z,y) € R? : g(x,y) = 2} no ponto (0, 1).
(c) Calcule o méximo da func¢do f(x,y) = y> sobre o conjunto X da alinea anterior.

(3) Esboce o conjunto
X={(z,y): 2> +y* <2, -1<2?—y*<1,2>0, y>0}

e calcule [, xy dV recorrendo & mudanca de coordenadas g(z,y) = (2?42, 2°—y?).

(4) Use coordenadas esféricas para calcular o volume do sélido

{(z,y,2) eR*: 1<+ 2 + 22 <4, 2> a2 +y?}.

(5) Seja p um polinémio e ¢ uma constante real positiva. Mostre que o seguinte integral

existe (finito):
+oo
/ p(z)e”“dx .
0

(6) Seja fi, fa,... uma sucessdo de fungdes integrdveis sobre um conjunto mensuravel
X. Suponha que a série sz Jx [feldV é finita. Seja g(z) = 2 fi(@)]. Uma
vez que os termos desta série sdo nao-negativos, para cada x € X, ela ou converge
ou diverge para +oo. Mostre que g é integrdvel sobre X e portanto g(z) é finito
quase em toda a parte em X.
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Solugées muito sumarias:
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Uma vez que f é continuamente diferencidvel em R? e que a sua jacobiana, f'(z,y) =

cosz siny . -1 0 1~
{ 0 1 } no ponto (m,7) tem determinante det[ 0 1 = —— ndo nulo,
v v
pelo teorema da fung&o inversa conclui-se que f é localmente invertivel perto de (7, 7). Pela

regra da cadeia, a derivada da correspondente fungdo inversa f~1 no ponto f(m,7) = (1,1)
é a inversa da derivada de f em (m,7):
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(a) Para ¢ < 1, o nivel X, = {(z,y) € R? : g(z,y) = c} é vazio, portanto nio é
uma variedade por convengio. Como a jacobiana ¢'(z,y) = [23?69“2 2y] sé ndo
tem caracteristica maxima na origem onde g(0,0) = 1, pode-se garantir que todos
os niveis X. com ¢ > 1 sdo variedades de dimensdo 2 — 1 = 1. O nivel X7, sendo
constituido sé pelo ponto (0,0), é uma variedade de dimens3o 0.

(b) O espaco normal a X em (0,1) é gerado pelo vector gradg (0,1) = [0 2], logo é o
espacgo vectorial {(0,u) : v € R}.

(c) Pela regra dos multiplicadores de Lagrange, existe um ndmero real X tal que o maximo
de f sobre a variedade X é um ponto critico da fun¢io F(z,y) = y3+)\(e”c2 +y2—-2).
As solugdes do sistema

Dz’ =0 A=0 z=0
32 20y =0 <= ... < y=0 ou A=...
ez2+y2:2 r==%vIn2 y==1

correspondem aos valores g(+v1n2,0) = 0, g(0,1) =1 e g(0,—1) = —1, pelo que
o maximo de f no conjunto compacto X é 1.

Como g(X) = {(u,v) : 0 < u <2, -1<v<l1l, —u<v<u}ledetyg(r,y =

2x 2y
dEt{ 2x  —2y

de Fubini, obtém-se

: 1 1 12 112 3
/ xde:/ 7|detg'\dV:/ 7dV:/ / 7dudv:7/ / dudv=— .
Jx Jx 8 Jg(x) 8 J-1J|v| 8 4Jo Jo 8

O conjunto das coordenadas esféricas dos pontos do sélido menos o semi-plano {(z,0, z) :
x>0} é{(r,0,p):1<r<2,0<0<2m, 0<p< T}, pelo que o volume do sélido é

2 27 S 2 S p)
/ / /4 rsingodgodedr:27r~/ rdr~/4 sinp dp = 3w 1—£
1 Jo Jo 1 0 2

Como limg—s 4 oo z2p(x)e ™ = 0, existe R > 0 tal que = > R = |p(x)e™°%| < z% A

fungdo definida por
(@) M sex<R
xTr) =
g z% sex >R,

} = —8xy, pelos teoremas de mudan¢a de coordenadas para o integral e

onde M é o maximo de |p(z)e™“*| em [0, R], é integravel sobre [0, +ool: 0+°° g(z)dx =

MR + % < +4oo. Como |p(z)e”*| < g(z), Vz € [0,400], conclui-se que

f0+°° p(z)e™ T dx < +o0

Considere-se a sucessdo ndo decrescente de fungBes mensurdveis g, = > 1y |fx|, n =
1,2,..., com lim,— oo gn(z) = g(x), Vo € X. Pelo teorema da convergéncia monétona,

n “+oo
ng:/ lim g, dV = lim / gndV = lim /|fk\dV: /\fk\dV.
/. L m i [ DN 2/

Pela hipétese, conclui-se que fx gdV < +00, pelo que g é integravel sobre X. Se o conjunto
{z € X : g(x) = 400} tivesse medida positiva, o integral de g sobre X seria infinito.



