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ANALISE MATEMATICA I
FISICA E MATEMATICA
EXAME DE 1 DE FEVEREIRO DE 2001

apresente e justifique todos os calculos

cotagdo: 1.25 valores por alinea, duragcdo: 3 horas (9:00-12:00)

(1) Seja f: R? — R? a func¢do dada por f(x,y) = (z + cosy,y + sinz).
(a) Mostre que f é invertivel numa vizinhanga de (0, 0).

(b) Calcule a derivada no ponto (1,0) da fungdo inversa considerada na alinea (a).

(2) Calcule os seguintes integrais recorrendo a mudangas de coordenadas apropriadas.

1 pv2—22
(a) / / Va2 +y? dyde.
0 Jzx

() [ (6 = )" drdy
A
onde A={(r,y) eR*:2>0,0<z—y<1,1<zy<2}

(3) Considere a curva C' C R? definida pela equacdo 522 + 8zy + 5y% = 9.

(a) Calcule o espago tangente a C' no ponto (0, %)

(b) Determine o(s) ponto(s) de C' que se encontra(m) mais préximo(s) da origem.

(4) Seja f:] —1,1]— R a fun¢do definida por

£(t) = /0 In(2 — t227) da

Mostre que f tem um maximo absoluto em ¢ = 0.

(5) Seja f uma fun¢do mensurdvel n3o-negativa. Mostre que, se fde = 0, ent3o
f =0 quase em toda a parte.
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(6) Considere o conjunto X = {(z,y,2) ER?:z=y+2?, 0<z <1, 0<y<l1}
(a) Mostre que X é uma variedade.

(b) Calcule a massa de X sendo a sua densidade de massa dada por p(x,y, z) = x.

(7) Seja A o tridngulo em R?® com vértices nos pontos (1,0,0), (0,2,0) e (0,0, —1).
(a) Mostre que o0 = %(2612 + e13 — 2e53) é uma orientacdo do plano contendo A.

(b) Calcule [,, xdy A dz onde o é a orientacdo da alinea (a).

(8) Seja A a porcio do hiperboldide 22 = 4? + 2% + 1 na faixa 1 < z < /2.
(a) Escreva uma parametrizagdo de A em termos de uma coordenada angular e
descreva a orientacdo o de A induzida pela parametrizacao de 0 A escolhida.

(b) Use o teorema de Stokes para calcular fAO zdy N dz onde o é a orientacdo que
escolheu na alinea (a).

(9) Seja A C R™ um dominio regular. Exprima o volume de A como um integral de uma
forma-(n — 1) sobre a fronteira de A.

(10) Seja A um dominio em forma de estrela em R" e seja B = g(A) onde g é uma
mudanca de coordenadas em R" de classe C?. Mostre que qualquer forma fechada
em B é exacta.

Revisdo de provas: 6° feira, 2 de Fevereiro, 17h-18h, sala P4.35
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Respostas sumarias:

1

)

®3)

(4)

)

(a) Uma vez que f é continuamente diferencidvel em R2? e que a sua jacobiana, f'(z,y) =
1 —siny . 1 0
cos 1 , no ponto (0,0) tem determinante det 11
fungdo inversa conclui-se que f é localmente invertivel perto de (0,0).
(b) Pela regra da cadeia, a derivada da fungo inversa f~1 garantida na alinea (a) no ponto f(0,0) = (1,0)
é a inversa da derivada de f em (0,0):

(0 = (o0 = | H_L{ oY

} = 1 n3o nulo, pelo teorema da

—

(a) O regido de integracdo é o oitavo do disco {(z,y) € R? : 22 + y? < 2} no primeiro quadrante e que fica
acima da recta de equa¢do x = y. Em coordenadas polares, o integral fica

T V2
/2/ Terdgzi.&:Lﬁ.
= Jo 4 3 6

(b) Aplicando a mudanca de coordenadas g(z,y) = (z — y, zy) que tem det ¢’ (z,y) = = + y, o integral fica
2 1 2 1
-1
/ / we” dudv = / dv - / ue du = ¢ .
1 Jo 1 0 2

(a) A curva C € o nivel zero da fungdo g(x,y) = 522 + 8zy + 5y2 — 9. O gradiente grad g(z,y) = (10x +
8y, 8z 4 10y) gera o espaco normal a C em (z,y) € C. No ponto (0, %) o espag¢o normal é o subespago

%, %) pelo que o espaco tangente a C nesse ponto é gerado por (%, —%).
(b) Seja f(x,y) = 22 +y? a fungdo que d4 o quadrado da distancia a origem. Pela regra dos multiplicadores
de Lagrange, qualquer minimo de f restrita a C' é ponto critico de F)\(z,y) = f(z,y) + Ag(z,y) para

algum X € R, onde g é a fun¢3o definida na alinea (a). Os pontos criticos de F sobre C satisfazem

dos miltiplos de (

2z + A(10z + 8y) =0

2y + A8z +10y) =0 <= xz? =92 = r=y ou T =—y

522 + 8zy + 5y2 = 9 10y2 + 8y = 9 y=%+ y==5%
As solucdes deste sistema correspondem a valores f(i%,i%) =1ou f(i%,$%) =9, pelo que
os pontos de C' mais préximos da origem sdo (==, =) e (-, —-L).

V2’ V2

—2tx? 2

2—t21.7:2| S 1
para0 <z <1le—1<t<1, conclui-se pela regra de Leibniz para a derivag3o sob o integral que a fung¢do f(t)
é continuamente diferencidvel e tem derivada dada por

1 94,2
f/(t):/o 2tx

————dz .
2 — 222

Como a derivada parcial da fung3o integranda em ordem a t é continua, |In(2 — t?22)] < In2 e |

Daqui sai que f/(0) = fol Qdx =0, logo t = 0 é um ponto critico. Aplicando novamente a regra de Leibniz

2
agora a funcdo f/(¢), obtém-se
T _gx? — 24254
"t :/ — dx.

Como a integranda é n3o-positiva e mesmo negativa quase em toda a parte, conclui-se que f”/(t) < 0, Vt €]—1, 1],
ou seja, que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo e, por isso, ¢ = 0 é um ponto de maximo absoluto.

Ja que f > 0, deve-se mostrar que o conjunto de pontos onde f > 0 tem medida nula. Como {z : f(z) > 0} =
U_;::iXk onde Xy = {z: f(z) > %} basta mostrar que cada conjunto X}, desta unido numerdvel tem medida
nula. Os X}'s s3o mensuraveis porque f é mensurdvel. Entdo cada fun¢do g; definida como valendo % em X
e zero fora de X é uma fungdo mensurdvel satisfazendo 0 < g < f, pelo que 0 < %V(Xk) = [grdV <
J fdV =0. Conclui-se que V(X)) =0 (k=1,2,...).
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Continuacao das respostas sumarias:

(6) (a) O conjunto X é o grifico em R3 da fungdo continuamente diferencidvel g :]0,1[x]0, 1[— R dada por
g(x,y) = y + 22. Logo, X é uma variedade de dimensdo 2 em R3.

1 0
(b) Usa-se a parametrizagio de X dada por h(z,y) = (z,y,y+ x2) cuja jacobiana é 1/ (x,y) = 0 1
2z 1

Pelo teorema de Fubini, a massa de X é

‘/XpdVQ :/01/01:3\/de(13;: {%2(4952”)%}1 V255 1).

o 6

(7)  (a) O plano contendo A é gerado, por exemplo, pelos vectores v1 = (1,0,0) — (0,0,—1) = (1,0,1) e
vg = (0,2,0) — (0,0,—1) = (0,2,1). Uma orientag3o do plano contendo A é pois
v1 A v 2e19 + e13 — 2ea3 1
= = —(2e12 + e13 — 2e
o1 A vg] I+1+4 5 (2612 Feas = 2e2s)
que coincide com o.
(b) A projecgcdo de A no plano zy é o tridngulo de vértices (1,0), (0,2) e (0,0) e A estd contido no plano
de equagdo 2z + y — 2z = 2. A parametrizacdo de A em termos das coordenadas z e y, g(z,y) =

(z,y,z+ % —1), tem |g—g A g—Z| =|v1 A %1}2| = % onde v e vz sdo como na alinea (a). Portanto,

1 r2—2z —2 3 1 1
/ xdy/\dz:/ / J:-—~7dyd:c:/ (2 —2)dx = —= .
Ao o Jo 3 2 0 3

(8) (a) A fronteira de A é a circunferéncia dada pelas equagdes © = /2 e y2 + 22 = 1. Uma parametrizagio
de DA em termos de uma coordenada angular é, por exemplo, g(f) = (v/2,cos6,sinf), 6 € [0,2x]. A
orientacdo em QA induzida por g corresponde a orientacdo de A induzida pela normal unitdria v que
aponta para dentro da concavidade do hiperboldide (em particular, ©(1,0,0) = (1,0,0)).

(b) A forma integranda é zdy A dz = d(yzdz). Pelo teorema de Stokes

" ' 27 cos3 971%™
/ d(yzdz) = / yzdz = / cos? Osin 0 df = {7 } =0.
o HA° 0 3 0

(9) O volume de A&V, (A) = fA 1dV,, e pode ser escrito em termos de uma forma-n como on+ drxi A...ANdzn
onde o1 é a orientacdo standard em R™. Uma vez que dz1 A ... Adxy = d(z1dxa A ... ANdzy), pelo teorema
de Stokes tem-se

Va(A) = / - d(z1dza A ... Ndzy) = /8A0+ z1dro A ... NdTn .

(10) Seja w uma forma-k fechada em B. Ent3o g*w é uma forma-k fechada em A porque a derivada exterior comuta
com o pullback por funcdes de classe C2. Como A é um dominio em forma de estrela, o lema de Poincaré
garante que g*w = da para alguma forma-(k — 1) o em A. Sendo g uma mudan¢a de coordenadas de classe
C?, tem uma inversa g~ ! que também é de classe C? (a derivada de g~ é continuamente diferencidvel porque,
pela regra da cadeira, é dada invertendo a derivada de g e a regra de Cramer exprime as entradas da inversa de
uma matriz M como fungSes racionais das entradas de M). Logo, w = (g7 1)*da = d(g~!)*a, ou seja, w = df
para a forma-(k — 1) 8 = (g~ 1)*a em B, donde se conclui que w é exacta.



