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® �(¯ j�°0±�²<³,´�µG´(j¡¶�j�°
·¹¸�°�ºEj
S =

{

(x, y, z) ∈ R
3 | z − xy = 1

}

.»Q¼S½¿¾ j,±EºÀµG´(Á�¸0´ S Â ¸�Ã ¼¦Ä�¼ µZ² ´�³ ¼ ³,´X³,´(³�²�Ã2´�°0±ÆÅ�jÈÇ�É»ËÊ:Ä�¼�ÌÎÍ«½ Ï
�u� ��£Ð���,���;�

S Â ³,´ ±Æ¶�µÑ² º ¼&Ò ´ Ì j,±�Ó�´�µGj,±�³ ¼[Ô ¸�°�Õ�Å�j F : R
3 → R

³ ¼ ³ ¼�Ò juµ F (x, y, z) =
1 + xy − z Ö Á�¸0´ Â ³,´X¶ Ì ¼ ±
±
´ C1

Í ¯ j�Ã2j Ö ∇F (x, y, z) = (y, x,−1) °�¸�°�¶ ¼ ±
´ ¼ °�¸ Ì<¼ Ö¶.j�°�¶ Ì ¸0×ÐÃ2j,±8Á�¸0´ S Â ¸�Ã ¼AÄ�¼ µZ²<´ ³ ¼ ³,´(³,´X³�²¤Ã�´�°0±ËÅ0j 3 − 1 = 2
Í

»ÆØ�½¿Ù ´.ºE´�µQÃX²�°0´ ¼ ³�²<±Eº
Ú�°�¶0² ¼ ³,´ S Û j�µZ²<ÜS´�ÃAÉ» Ç Ä�¼�ÌÎÍ«½ Ï
�u� ��£Ð���,���;�rÝ ¼ µ ¼ ¶ ¼uÌ ¶�¸ Ì<¼ µ ¼ ³�²<±Eº
Úu°�¶�² ¼ ³,´ S Û juµÑ²<Ü,´�Ã Ö Ä�¼ Ã2j,±Þ³,´.ºE´�µZÃ(²¤° ¼ µ¦j » ± ½Ò j�°�ºEj » ± ½ ³,´ S Á�¸0´w±
´ß´�°�¶.j�°�ºÀµ ¼u» Ã ½ Ã ¼ ²<± Ò µGà áu²¤Ã�j » ± ½ ³ ¼ juµÑ²<Ü,´�Ã Ö j�¸â±
´$· ¼ j » ± ½Ò j�°�ºEj » ± ½ (x, y, z) ∈ S Á�¸0´zÃX²�°,²�ÃX²<Ó ¼ Ã d2(x, y, z) = x2 + y2 + z2 Ö jãÁ�¸ ¼ ³�µ ¼ ³,j³ ¼ ³�² ±
º
Ú�°�¶0² ¼ ³,j Ò j�°�ºEj (x, y, z) Û j�µZ²<ÜS´�Ã Í

ä µ ¼ º ¼�å ±
´ Ò j�²<±8³,´¡¸�Ã Ò µGj Ø�Ì ´�Ã ¼ ³,´A´�á�ºÀµG´�Ã�jS±:¶�j�°�³�²�¶0² j�° ¼ ³,j,± Ö ¶�¸
· ¼ ±Æj Ì ¸�Õ Å0j Ò j�³,´(±Æ´�µj Ø º¹²<³ ¼ µ!´�¶.juµZµG´�°�³,j ¼ jãÃ Â ºEj�³,j¿³,jS±¡Ã(¸ Ì º¹² Ò�Ì ²�¶ ¼ ³,j�µ!´ ±�³,´çæ ¼ Ü�µ ¼ °0Ü,´Sè ¯ j�°0±�²<³,´�µ ¼ Ã2j,± ¼Ô ¸�°�Õ�Å�j
g(x, y, z, λ) = x2 + y2 + z2 − λ(1 + xy − z)´(³,´�ºE´�µQÃX²�° ¼ Ã�jS±8jS±o±Æ´�¸0± Ò j�°�ºEj,±#´�±
º ¼ ¶0² j�°�é�µÑ²<j,±�è

∇g(x, y, z, λ) = 0 ⇐⇒















2x − λy = 0,
2y − λx = 0,
2z + λ = 0,
1 + xy = z.ê ± Ò µZ²¤Ã�´0²�µ ¼ ±oºÀµGë�±*´�Á�¸ ¼ Õ�ì´ ± Ò j�³,´�Ãí±Æ´�µ4´�±Ë¶0µZ² º ¼ ±8¶�j�Ã2j^¸�Ãg±�² ±
ºE´�Ã ¼ªÌ ²�°0´ ¼ µ�è





2 −λ 0,
−λ 2 0,
0 0 2









x
y
z



 =





0
0
−λ





î ±
ºE´Þ±À²<±EºE´�Ã ¼¿Ì ²�°0´ ¼ µ[ºE´�Ãï±
´�Ã Ò µG´ ¼ ±Æj Ì ¸�Õ Å0j x = 0 Ö y = 0 Ö z = −λ/2
Í ê Á�¸ ¼ µ!º ¼´ Á�¸ ¼ Õ�Å�jç³�²<Ó å °0j,±(Á�¸0´ Ò�¼ µ ¼ ´ ±Eº ¼ ±Æj Ì ¸�Õ Å0j z = 1

ÍÞð ´Èjz³,´.ºE´�µQÃX²�° ¼ °�ºE´Þ³ ¼ Ã ¼ ºÀµÑ²<Ó¡³,j±À²<±EºE´�Ã ¼ Ö Á�¸0´ Â 2(4 − λ2)
Ô juµO°�Å0jç°�¸ Ì j Ö ´ ±Eº ¼ Â ¼Þñ °,²�¶ ¼ ±
j Ì ¸�Õ�Å�j Í2ð ´ Ô j�µ[°�¸ Ì jÈ´�°�º
Å0j

λ = ±2 ´Xj Ø ºE´�Ã�j,±�è



• λ = 2 è x = y ´ z = −1
Í ê Á�¸ ¼ µÐº ¼ ´�Á�¸ ¼ Õ Å0j Ô juµZ°0´�¶.´ 1 + x2 = −1 Á�¸0´ò°�Å0jºE´�Ãg±
j Ì ¸�Õ.ì�´�±�É

• λ = −2 è x = −y ´ z = 1
Í ê Á�¸ ¼ µ!º ¼ ´ Á�¸ ¼ Õ�Å�j Ô j�µQ°0´ ¶�´ 1 − x2 = 1 Ö j�¸È±Æ´Q· ¼

x = 0 Éî ÃóÁ�¸ ¼uÌ Á�¸0´�µ;¶ ¼ ±Æj Ö (x, y, z) = (0, 0, 1) ´ λ = −2 Â ¼Èñ °,²�¶ ¼ ±Æj Ì ¸�Õ Å0j¡³,jÈ±À²<±EºE´�Ã ¼�Í
Ý j�µ*j�¸�ºÀµ!j Ì<¼ ³,j Ö ¼�Ô ¸�°�Õ�Å�jh³�² ±
º
Ú�°�¶0² ¼ Â Ì ²¤Ã(² º ¼ ³ ¼ ²�° Ô ´�µZ²<j�µZÃ�´�°�ºE´�´ S Â ¸�Ã?¶.j�°
·¹¸�°�ºEjÔ ´ ¶�ô ¼ ³,j Ö Ò ´ Ì jhÁ�¸0´ ¼ ±Æj Ì ¸�Õ Å0jh´�°�¶.j�°�ºÀµ ¼ ³ ¼ Ö ² Í ´ Í Ö j Ò j�°�ºEj (0, 0, 1) ÖõÂ ¸�Ã Ò j�°�ºEjã³,´Ã2×Ð°,²¤Ã�j Íö»Ë÷ jSºE´ å ±
´zÁ�¸0´ S Â ² Ì ²�ÃX² º ¼ ³ ¼ ´çÁ�¸0´ ¼¿Ô ¸�°�Õ�Å�j�³�²<±Eº
Úu°�¶�² ¼ Û j�µZ²<ÜS´�ÃN°�Å�j ÂÌ ²�ÃX² º ¼ ³ ¼ ±.¸ Ò ´�µZ² j�µQÃ2´�°�ºE´�´�Ã S

Í¤½ ¯ j�°�¶ Ì ¸0×øÃ�j,±òÁ�¸0´ ¼ ³�² ±
º
Ú�°�¶0² ¼ ³,´ S Û juµÑ²<Ü,´�Ã Â
d(0, 0, 1) = 1

Í
» ¶ ½ ¯ ¼uÌ ¶�¸ Ì ´ ¼ é�µG´ ¼ ³,´ S ∩ {(x, y, z) ∈ R

3 | x2 + y2 < 1}
Í»ÆÊ:Ä�¼uÌ�Í¤½ Ï

�u� ��£Ð���,���;� ð ´$· ¼ D = {(x, y) ∈ R
2 | x2 +y2 < 1}

Í ¯ j�°0±À²�³,´�µ!´�Ã2j,± ¼AÒ�¼ µ ¼ Ã2´�ºÀµZ² Ó ¼�åÕ�Å�j g : D → S ³ ¼ ³ ¼¡Ò j�µ g(x, y) = (x, y, 1 + xy)
Í ä ´�Ã2j,± Ö

V2(S) =

∫∫

D

√

det(DgTDg) dV2(x, y) =

∫∫

D

√

1 + y2 + x2 dV2(x, y)

=

∫ 2π

0

(
∫ 1

0

r
√

1 + r2 dr

)

dθ =
2π

3

[

(1 + r2)
3

2

]1

0

=
2π

3
(2
√

2 − 1).

ù �(¯ j�°0±�²<³,´�µG´(jú±Æà Ì ²�³,j» Ç Ä�¼�ÌÎÍ«½
V =

{

(x, y, z) ∈ R
3 | x, y, z > 0, 2z2 < x2 + y2 < z2 + 1

}

.¯ ¼�Ì ¶0¸ Ì ´ ¼ Ã ¼ ±Æ± ¼ ³,j#±
à Ì ²<³,j V ± ¼�Ø ´�°�³,j*Á�¸0´ ¼ ³,´�°0±À²�³ ¼ ³,´û³,´oÃ ¼ ±Æ± ¼ Â ³ ¼ ³ ¼8Ò juµ f(x, y, z) = z
ÍÏ

�u����£ø�|�,���4�8ü º¹² Ì ² Ó ¼ °�³,jÈ¶�jjuµG³,´�° ¼ ³ ¼ ±*¶�² Ì ×Ð°�³�µZ²<¶ ¼ ± Ö Ä ´�Ã
M =

∫ π/2

0

(

∫ 1

0

(

∫

√
z2+1

√
2z

ρz dρ

)

dz

)

dθ

=
π

4

∫ 1

0

z(1 − z2)dz =
π

16
.

����ü ± ¼ °�³,jª¶.j�j�µG³,´�° ¼ ³ ¼ ±*¶ ¼ µ!ºE´�±�² ¼ ° ¼ ± Ö ´�±Ë¶0µG´ Ä�¼ ¸�Ã ¼ ´�á Ò µG´�±Æ±ÆÅ0j Ò�¼ µ ¼ j¡±
´ Ü�¸,²�°�ºE´C²�°�ºE´ Ü�µ ¼�Ì ² ºE´�µ å» Ç Ä�¼�ÌÎÍ«½ ¼ ³,j
∫ π

2

0

(

∫ 1

0

(

∫ 1−z

cos θ+sen θ

0

ρ3dρ

)

dz

)

dθ.

ð ¸0Ü,´�±
º
Å0j è î ±Æ¶�µ!´ Ä�¼C¼ ´ Á�¸ ¼ Õ�Å�j ρ = 1−z
cos θ+sen θ

´�Ãg¶.j�j�µG³,´�° ¼ ³ ¼ ±*¶ ¼ µ!ºE´�±�² ¼ ° ¼ ± ÍÏ
�u����£ø�|�,���4�`ý Ø ±
´�µ Ä�¼ °�³,jÈÁ�¸0´Xj¡þ ¼ ¶�j Ø ² ¼ °0jú³ ¼ ±*¶.j�j�µ7³,´�° ¼ ³ ¼ ±*¶0² Ì ×ø°�³�µZ²�¶ ¼ ± Â ρ ´XÁ�¸0´

ρ =
1 − z

cos θ + sen θ
⇔ ρ cos θ + ρ sen θ = 1 − z ⇔ x + y + z = 1

ºE´�Ã2j,±
∫ π

2

0

(

∫ 1

0

(

∫ 1−z

cos θ+sen θ

0

ρ3dρ

)

dz

)

dθ =

∫ 1

0

∫ 1−z

0

∫ 1−z−y

0

(x2 + y2)dxdydz.



ÿ �(¯ j�°0±�²<³,´�µG´ ¼ ±.¸ Ò ´�µ Ô ×�¶0² ´ S = {(x, y, z) ∈ R
3 | x2 + y2 + z2 = 1, x, y ≥ 0} ´¡jç¶ ¼ Ã Ò jÄ ´�¶�ºEjuµÑ² ¼�Ì F = (z, y,−x)

Í ¯ ¼uÌ ¶�¸ Ì ´ ∫
S

(∇× F) · n dV2 Ö j�°�³,´ n Â jã¶ ¼ Ã Ò jw¸�°,² º
é�µÑ²<j Ö°0j�µQÃ ¼uÌ¼
S Ö º ¼�Ì Á�¸0´ n1 ≥ 0 Ö»Q¼S½ ¸0± ¼ °�³,j¡j ä ´ j�µ!´�Ã ¼ ³,´ ð ºEj��À´ ± Ò�¼ µ ¼ ¶ ¼ Ã Ò j,± Ä ´ ¶.ºEj�µZ² ¼ ² ±�É» Ç Ä�¼�ÌÎÍ«½ Ï

�u� ��£Ð���,���;��Ý ´ Ì j ä ´ j�µ!´�Ã ¼ ³,´ ð ºEj��À´ ± Ö
∫

S

(∇× F) · n dV2 =

∫

∂S

F · dg.

ý Ø juµG³,j¡³,´ S
Ò j�³,´&±Æ´�µ Ò�¼ µ ¼ Ã�´.ºÀµZ²<Ó ¼ ³,j Ò juµ g1, g2 :]0, π[→ R

3 ³ ¼ ³ ¼ ± Ò j�µ
g1(θ) = (0, sen θ,− cos θ);

g2(θ) = (sen θ, 0, cos θ),

Á�¸0´X²�°�³�¸0Ó.´�Ã ¼ j�µZ² ´�°�º ¼ Õ Å0jªµG´�±.¸ Ì º ¼ °�ºE´:³ ¼ µ!´ Ü�µ ¼ ³ ¼ Ã�Å�j¦³�²�µ!´�² º ¼Í ¯ j�°0±Æ´ Á�¸0´�°�ºE´�Ã�´�°�ºE´ Ö
∫

S

(∇× F) · n dV2 =

∫

∂S

F · dg

=

∫ π

0

(− cos θ, sen θ, 0) · (0, cos θ, sen θ)dθ +

∫ π

0

(cos θ, 0,− sen θ) · (cos θ, 0,− sen θ)dθ

=

∫ π

0

(sen θ cos θ + 1)dθ = π.

»ÆØ�½ ¸0± ¼ °�³,j¡j ä ´ j�µ!´�Ã ¼ ³ ¼ÞÙ ² Ä ´�µGÜ,ë�°�¶0² ¼Í» Ç Ä�¼�ÌÎÍ«½ Ï
�u� ��£Ð���,���;� ¯ j�Ã2j Â ± ¼uØ ²<³,j Ö ∇ · (∇ × F) = 0

ÍíÙ ´�±�² Ü�° ¼ Ã�j,± Ò juµ U j ¼uØ ´�µ!ºEjÌ ²�ÃX² º ¼ ³,j Ò juµ S ´ Ò ´ Ì j,± Ò�Ì ¼ °0j,± x = 0 ´ y = 0 Ö ´ Ò j�µ T1
´ T2

¼ ± Ò juµGÕ�ì´ ±(³,´ ∂U¶.j�°�º¹²�³ ¼ ±(°0´�±
ºE´�± Ò�Ì<¼ °0j,± Í Ý ´ Ì j ä ´ j�µ!´�Ã ¼ ³ ¼òÙ ² Ä ´�µGÜ,ë�°�¶0² ¼ ºE´�Ã�j,±2´�°�º
Å0j » °0j�º ¼ °�³,jªÁ�¸0´
n Â ¼ °0j�µQÃ ¼�Ì ´Àá�ºE´�µÑ²<j�µ ¼ U

½
∫

S

(∇× F)·n dV2+

∫

T1

(∇× F)·n dV2+

∫

T2

(∇× F)·n dV2 =

∫

U

∇·(∇×F) dV3 = 0.

ý Ø ±Æ´�µ Ä�¼ °�³,j�Á�¸0´ d(zdx + ydy − xdz) = 2dz ∧ dx Ö ÔÑ¼ ¶�² Ì Ã�´�°�ºE´ã±
´h¶�j�°�¶ Ì ¸,²[Á�¸0´
∇× F = (0, 2, 0)

Í[Ùõ¼ ×�Á�¸0´
∫

T1

(∇× F) · n dV2 =

∫

T1

(0, 2, 0) · (−1, 0, 0) dV2 =

∫

T1

0 dV2 = 0

´
∫

T2

(∇× F)·n dV2 =

∫

T2

(0, 2, 0)·(0,−1, 0) dV2 =

∫

T1

(−2) dV2 = −2V2(T2) = −π,

³,j�°�³,´CÃ ¼ ² ±:¸�Ã ¼(Ä ´ Ó
∫

S

(∇× F) · n dV2 = π.



� � ð ´$· ¼ Ã γ1
´ γ2

³�¸ ¼ ±X¶�²�µ7¶0¸�° Ô ´�µ!ë�°�¶0² ¼ ±A³,´^µ ¼ ²<j Ê ¶�´�°�ºÀµ ¼ ³ ¼ ±X´�Ã (0, 0) ´ (3, 0) Ö ´ γ3
¸�Ã ¼

¶�¸�µ Ä�¼ ±�²¤Ã Ò�Ì ´ ± Ô ´�¶0ô ¼ ³ ¼ ¶�j�Ã2j�° ¼ ±Æ´�Ü�¸,²�°�ºE´���Ü�¸�µ ¼ è

��� �	�

�	


�

�

¯ j�°0±�²<³,´�µG´ ¼XÔ j�µQÃ ¼�åÀÊ ´�Ã
R

2 \ {0} ³,´��°,²�³ ¼CÒ j�µ ω = − x2y
(x2+y2)2

dx + x3

(x2+y2)2
dy

Í ¯ j�Ã ¼ ±j�µZ²<´�°�º ¼ Õ.ì�´�±�²�°�³�²<¶ ¼ ³ ¼ ±:° ¼ ��Ü�¸�µ ¼ Ö ¶ ¼uÌ ¶�¸ Ì ´Sè»Q¼S½ ∫
γ1

ω
»ËÊ:Ä�¼�ÌÎÍ«½ Ï

�u� ��£Ð���,���;�`ê Ò�¼ µ ¼ Ã2´�ºÀµZ² Ó ¼ Õ Å0j g :]0, 2π[→ R
3
Ò�¼ µ ¼ γ1

³ ¼ ³ ¼ÈÒ j�µ
g(θ) = (cos θ, sen θ)

Â ¶�j�Ã Ò�¼ ºE× Ä ´ Ì ¶.j�Ã ¼ j�µZ² ´�°�º ¼ Õ Å0jÞ²�°�³�²�¶ ¼ ³ ¼ ° ¼ ��Ü�¸�µ ¼�Í ¯ j�Ã2j
g∗ω = cos2 θdθ,

ºE´�Ã�j,±
∫

γ1

ω =

∫

]0,2π[+
cos2 θdθ = π.

»ÆØ�½ ∫
γ2

ω
»ËÊ:Ä�¼�ÌÎÍ«½ Ï

�u� ��£Ð���,���;��� Ô é�¶0² Ì�Ä ´�µ;Á�¸0´
dω = 0.ý ¼�Ø ´�µ!ºEj

R
+ × R Â ¸�Ãö¶.j�°
·¹¸�°�ºEj¡´�Ãö´ ±EºÀµG´ Ì<¼ ¶.j�°�º¹²�³,j^°0jú³,j�Ã2×Ð°,² j¡³,´ ω É Ò ´ Ì jòæ�´�Ã ¼

³,´ Ý j�²¤°�¶ ¼ µ ÂSÖ ω Â ´�á ¼ ¶.º ¼ °0´ ±EºE´�¶.j�°
·¹¸�°�ºEj Í ü Ã ¼�Ä ´ ÓXÁ�¸0´ γ2 ⊂ R
+ × R Ö ¶.j�°�¶ Ì ¸0×ÐÃ2j,±Á�¸0´

∫

γ2

ω = 0.

» ¶ ½ ∫
γ3

ω
»ËÊ:Ä�¼�ÌÎÍ«½ Ï

�u� ��£Ð���,���;��ü Ã ¼(Ä ´ ÓXÁ�¸0´ γ3 Â ô0j�Ã2jSºEà Ò ²<¶ ¼C¼
γ1

´�Ã
R

2 \ {0} Ö ¶�j�°�¶ Ì ¸0×ÐÃ2j,±*Á�¸0´
∫

γ3

ω =

∫

γ1

ω = π.



� � ¾ j,±EºÀµG´(Á�¸0´ ¼ ´�Á�¸ ¼ Õ Å0j» Ç Ä�¼�ÌÎÍ«½
∫ y

−∞
exyt−t2 dt =

∫ 1

−∞
e−t2 dt

³,´�ºE´�µQÃX²�° ¼ y ¶.j�Ã�j Ô ¸�°�Õ�Å�jÈ³,´ x °�¸�Ã ¼¦Ä ²<Ó�²�°�ô ¼ °�Õ ¼ ³,´ (0, 1) ´(¶ ¼�Ì ¶�¸ Ì ´ dy
dx

(0)
ÍÏ

�u����£ø�|�,���4�
ð ´$· ¼ f(x, y, t) = exyt−t2

Ír÷ jSºE´ å ±Æ´�Á�¸0´ f(x, y,−) Â Ã2´�°0±�¸�µ7é Ä ´ Ì Ö ∀x, y ∈ R Ö Ò j�²<± Â¶�j�°�ºE×ø°�¸ ¼ª»$¼�Ì ²<é�± Ö f Â ³,´A¶ Ì<¼ ±Æ±
´ C∞ ½.Í ¯ j�Ã�j
f(x, y, t)

e−|t| −−−→
|t|→∞

0

¶�j�°�¶ Ì ¸0×øÃ�j,±*Á�¸0´ f(x, y,−) ∈ L1(R) Ö ∀x, y ∈ R Ö Ò j�² ± e−|t| ∈ L1(R)
Í

¯ j�°0±�²<³,´�µG´�Ã�jS± ¼ ± Ô ¸�°�Õ�ì´ ± F : R
2 → R

´ G : R
3 → R

³,´��°,²�³ ¼ ± Ò j�µ
F (x, y) =

∫ y

−∞
f(x, y, t) dt

G(x, y, z) =

∫ z

−∞
f(x, y, t) dt =

∫ 0

−∞
f(x, y, t) dt +

∫ z

0

f(x, y, t) dt.

÷ jSºE´ å ±
´XÁ�¸0´ F (x, y) = G(x, y, y) ´XÁ�¸0´ ¼ ´ Á�¸ ¼ Õ�Å�jú³,jC´�°�¸�°�¶0² ¼ ³,j Â F (x, y) = F (0, 1)
Í

ü Ã ¼¦Ä ´�Ó&Á�¸0´ f(x, y,−) Â ¶�j�°�ºE×Ð°�¸ ¼ Ö ±Æ´�Ü�¸0´A³,j ä ´ j�µG´�Ã ¼�� ¸�°�³ ¼ Ã2´�°�º ¼�Ì ³,j ¯ é Ì ¶0¸ Ì jÈÁ�¸0´
∂G

∂z
=

∂

∂z

∫ z

0

f(x, y, t) dt = f(x, y, z) = exyz−z2

.

Ý ¼ µ ¼ (x, y, t) º ¼�Ì Á�¸0´ |x|, |y| < 2 Ö ºE´�Ã2j,±
∣

∣

∣

∣

∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
ytexyt−t2

∣

∣

∣
≤ h(t) := 2|t|e4|t|−t2

∣

∣

∣

∣

∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
xtexyt−t2

∣

∣

∣
≤ h(t).

ý µ ¼ h ∈ L1(R) Ö Ò j²<± h Â ¶�j�°�ºE×ø°�¸ ¼ ´ h(t)/e−|t| −−−→
|t|→∞

0 Ö Ò j�µÐº ¼ °�ºEj Ò j�³,´�Ã�jS± ¼�Ò�Ì ²<¶ ¼ µ ¼
µG´�Ü�µ ¼ ³,´úæ�´�² Ø °,² Ó Ò�¼ µ ¼ j Ø ºE´�µ

∂G

∂x
=

∫ z

−∞
ytexyt−t2 dt,

∂G

∂y
=

∫ z

−∞
xtexyt−t2 ∀(x,y,z) : |x|, |y| < 2.

ê ±
±�²¤Ã Ö ºE´�Ã2j,±
∂F

∂y
(x, y) =

∂G

∂y
(x, y, y) +

∂G

∂z
(x, y, y) =

∫ y

−∞
xtexyt−t2 dt + f(x, y, y)

∂F

∂x
(x, y) =

∂G

∂x
(x, y, y).



î Ã Ò�¼ µ!º¹²<¶�¸ Ì<¼ µ Ö ∂F
∂y

(0, 1) = f(0, 1, 1) = e−1 6= 0 ´ Ò j�µ!º ¼ °�ºEj Ö Ò ´ Ì j ä ´ j�µ!´�Ã ¼ ³ ¼�� ¸�°�Õ�Å�j
� Ã Ò�Ì ×¤¶0² º ¼ Ö ¼ ´�Á�¸ ¼ Õ Å0j F (x, y) = F (0, 1) ³,´.ºE´�µQÃX²�° ¼ y ¶.j�Ã2j Ô ¸�°�Õ�Å�j2³,´ x °�¸�Ã ¼`Ä ²<Ó�²�°�ô ¼ °�Õ ¼³,´ (0, 1)

Í[Ù ´�µZ² Ä�¼ °�³,j ¼ ² Ü�¸ ¼uÌ ³ ¼ ³,´ F (x, y) = F (0, 1) ´�Ãgj�µG³,´�Ã ¼
x Ö j Ø ºE´�Ã�j,±

dy

dx
(0) = −

∂F
∂x

(0, 1)
∂F
∂y

(0, 1)
= −e

∫ 1

−∞
te−t2 dt = lim

k→−∞

[

e−t2+1

2

]1

k

=
1

2
.

� � ð ´$· ¼ S ⊂ R
3 ¸�Ã ¼^Ä�¼ µZ²<´ ³ ¼ ³,´ å Çò´È±
´$· ¼ F : : R

3 → R
3 ¸�Ã ¶ ¼ Ã Ò j Ä ´�¶�ºEj�µZ² ¼�Ì ³,´ª¶ Ì<¼ ±Æ±
´»��¦Ä�¼�ÌÎÍ«½

C1 º ¼uÌ Á�¸0´ F Â j�µ!ºEjSÜ,j�° ¼�Ì|¼ S Ö j�¸ú±
´$· ¼ Ö F(x) ∈ T⊥
x

S Ö ∀x ∈ S
ÍA¾ j,±EºÀµG´CÁ�¸0´ ∇ × F Âº ¼ °0ÜS´�°�ºE´ ¼

S Ö j�¸A±Æ´Q· ¼ Ö (∇× F)(x) ∈ T
x
S Ö ∀x ∈ S

Ï
�u����£ø�|�,���4� ð ¸ Ò j�°�ô ¼ Ã�j,±¦Á�¸0´ ∇ × F °�Å0j¿´�µ ¼ º ¼ °0ÜS´�°�ºE´ ¼

S É`´�°�º
Å0jã´Àáu²<±Eº¹²�µÑ² ¼ç¼�Ì Ü�¸�ÃÒ j�°�ºEjÈ³,´ S °0jÞÁ�¸ ¼�Ì (∇× F) · n > 0 Ö Ò�¼ µ ¼ ¸�Ã Ä ´ ¶.ºEj�µO°0juµZÃ ¼�Ì ¸�°,² º
é�µÑ²<j ¼
S

¼uÒ µGj Ò µZ² ¼ ³,j
n
Í ü Ã ¼�Ä ´ Ó*Á�¸0´ F Â ³,´8¶ Ì<¼ ±Æ±
´ C1 Ö ∇×F Â ¶�j�°�ºE×Ð°�¸0j Ö ´ Ò j�µ!º ¼ °�ºEj(±Æ´�µZ² ¼ (∇× F) ·n > 0´�Ã S∩U

» Á�¸0´ Ò j�³,´�Ã2j,±õ±.¸ Ò j�µej�µÑ²<´�°�º
é Ä ´ Ì<½ Ö Ò�¼ µ ¼&¼�Ì Ü�¸�Ã ¼2Ä ² Ó0²¤°�ô ¼ °�Õ ¼&¼uØ ´�µÐº ¼ U ³,j Ò j�°�ºEj¶�j�°0±À²�³,´�µ ¼ ³,j Í4ð ´�°�³,j γ ⊂ S∩U ¸�Ã ¼ ¶�¸�µ Ä�¼oÔ ´ ¶�ô ¼ ³ ¼&Ø j�µ7³,j:³,´*¸�Ã ¼#Ä�¼ µZ²<´ ³ ¼ ³,´ å 2 ¶�j�Ã Ò�¼ ¶�º ¼
Σ ⊂ S ∩ U Ö ºE´�µ!× ¼ Ã�jS±#´�°�º
Å0j Ò ´ Ì j ä ´�j�µG´�Ã ¼ ³,´ ð ºEj��¹´ ±

∫

γ

F · dg =

∫

Σ

(∇× F) · n dV2 > 0.

¾C¼ ± Ò j�µ�j�¸�ºÀµGj Ì<¼ ³,j
∫

γ

F · dg =

∫

γ

F · τ dV1 =

∫

γ

0 dV1 = 0,

¸�Ã ¼¡Ä ´ ÓúÁ�¸0´Cj Ä ´�¶�ºEjuµûº ¼ °0Ü,´�°�ºE´^¸�°,² º
é�µZ² j
τ

¼
γ Â º ¼ °0Ü,´�°�ºE´ ¼

S ´ F Â j�µÐºEj,Ü,j�° ¼�Ì�¼ S
Í¯ j�°�¶ Ì ¸0×øÃ�jS±*Á�¸0´ ∇× F ºE´�ÃóÁ�¸0´X±
´�µ�º ¼ °0Ü,´�°�ºE´ ¼

S
Í

ê Ì ºE´�µQ° ¼ º¹² Ä�¼ Ã�´�°�ºE´ Ö ± ¼�Ø ´�Ã2j,±[Á�¸0´ Ì j�¶ ¼�Ì Ã2´�°�ºE´ S Â ³ ¼ ³ ¼CÒ j�µ Φ(x) = 0 Ö j�°�³,´ ∇Φ(x) 6= 0Ü,´�µ ¼ jç´ ± Ò�¼ Õ�j °0j�µZÃ ¼�ÌV¼
S °0j Ò j�°�ºEj x ∈ S

Í � Ò j,±
±Æ× Ä ´ Ì Ã�jS±
ºÀµ ¼ µ#Á�¸0´ Ì j�¶ ¼�Ì Ã2´�°�ºE´�¸�Ã¶ ¼ Ã Ò j F j�µ!ºEj,ÜSj�° ¼uÌ�¼ S ºE´�µ7é^Á�¸0´ú±Æ´�µ`³ ¼ÈÔ j�µQÃ ¼
F = α∇Φ

Ò�¼ µ ¼^¼�Ì Ü�¸�Ã ¼¡Ô ¸�°�Õ�Å�j α ³,´¶ Ì ¼ ±
±Æ´ C1
Í Ý j�µ!º ¼ °�ºEj
∇× F = ∇× (α∇Φ) = ∇α ×∇Φ + α∇× (∇Φ) = ∇α ×∇Φ,

´ Ò j�µ!º ¼ °�ºEj ∇× F Â j�µ!ºEj,ÜSj�° ¼uÌ¼ ∇Φ Ö j�¸A±Æ´Q· ¼ Ö|Â º ¼ °0Ü,´�°�ºE´ ¼
S
Í


