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ANALISE MATEMATICA I
FISICA E MATEMATICA
PROVA DE 16 DE JANEIRO DE 2001

apresente e justifique todos os calculos

2° teste: questdes no verso (6 a 10),
cotagdo: 2.5 valores por alinea, duragdo: 1.5 horas (9:00-10:30)

1° exame: todas as questdes (1 a 10),
cotagdo: 1.25 valores por alinea, duragdo: 3 horas (9:00-12:00)

(1) Considere a equagdo
2?2 +yd 2t =202 —4dcosy=0.

(a) Mostre que, numa vizinhanga do ponto (1,0, —1), esta equa¢do define implici-
tamente z como fungdo de z e de y, ou seja, define z = f(z,y).
(b) Calcule %(1,0), onde f é a fungdo definida em (a).
Y

(2) Calcule a 4rea do conjunto X = {(z,y) e R* :z <y < 2x, 1 < x+4y < 4}
recorrendo a mudanga de coordenadas g(z,y) = (¥, 7 + 4y).

(3) (a) Exprima o integral iterado

0 V122 pq/2-22—92
f(x,y,2)dzdydx
/;1 /0‘ /\ /x2+y>?
como um integral iterado em coordenadas esféricas.
(b) Exprima o integral iterado

/4/%59/ g(r,0,z)dzdrdf
o Jo 0

como um integral iterado em coordenadas cartesianas.

(4) Considere a imagem X da fungdo f: R — R3, f(t) = (2cost, 3sint,0).
(a) Mostre que X é uma variedade de dimenso 1 em R?.
(b) Mostre que X tem medida nula em R3.

(5) Seja X uma variedade compacta de dimensdo 2 em R?® que n3o contém a origem.
Justifique que existe pelo menos um ponto p de X que minimiza a distancia a origem.
Mostre que a recta que une p a origem é perpendicular a X em p.
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(6) Considere a variedade
X={(z,y,2) eER’: 2 =22y, 2 +y* <1} .

(a) Calcule a érea de X.
(b) Determine o(s) ponto(s) de X onde o plano tangente a X é horizontal.

(7) Seja [ : R? — R? dada por
f(s,t) = (scost,te”*, e*) |
Calcule f*w para w = y?dz A dz.

(8) Seja
A={(r,y,2) eR*: 2 + P =2 ,y>0,0< z< 1} .

(a) Calcule a orientacdo de A com componente o'? positiva.
(b) Calcule [,, e*dx A dy onde o é a orientagdo da alinea (a).

(9) Considere o cilindro X = {(z,y,2) € R® : y* + 22 = 1} e o seu subconjunto
A={(x,y,2) € X : =2 < x < 2}. Seja 0 uma orientagdo de X a sua escolha.

(a) Use o teorema de Stokes para calcular [, dw, onde w =y dx + z dy + x d=.
(b) Considere as circunferéncias C; = {(—2,y,2) € X} e Cy = {(2,y,2) € X}
com orienta¢les 01 e 05 induzidas por o. Seja o uma forma-1 fechada em X.
Relacione [0 v com [, cv.
1 2

(10) Verifique se a seguinte forma-1 é exacta no seu dominio de definicdo:

Y z—1
SR — L — YR P
R A PR VR R

Revisdo de provas: 3? feira, 23 de Janeiro, 14h-15h, sala P12
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Respostas sumarias:

1

)

(4)

(5)

(a) Seja F(z,y,2) = x2 + 43 4+ 2% — 22 — 4cosy. A fungdo F é continuamente diferencidvel em R3
com F(1,0,—1) =0 e %—5(1,0,—1) = —6 # 0. Logo, pelo teorema da func3o implicita, a equacio
F(x,y,z) = 0 define z = f(x,y) numa vizinhan¢a de (z,y) = (1,0) com f(1,0) = —1.

(b) Como em toda uma vizinhanca de (z,y) = (1,0) é F(x,y, f(z,y)) = 0, pela regra da cadeia tem-se

OF oF e)
7(179, f(x7y)) + 7(I’y7f(wyy))7f(z7y) =0 ) v(x7y) € essa vizinhanc;a .
dy 0z oy
9F (1.0,—1
Portanto, uma vez que f(1,0) = —1, vem g—i(l,o) = —% =0.

1
xT
1 4 z
equagdo = + 4y = 0, onde é uma mudan¢a de coordenadas. Pelo teorema da fungdo inversa, a transformagdo

22

- z+4y

Y
A funcio g tem det ¢’ (z,y) = det { 2 = —% # 0 em R2 excepto o eixo dos yy e a recta de

inversa tem det(g— 1) (u,v) = A imagem de X por g é g(X) =

_ v
v __uv 14+4u)2 "
T=1740 Y= T+4u ( )

{(u,v) ER%:1<u <2, 1<wv<4}. Pelo teorema de mudanga de coordenadas para o integral,

v

Area deX:/ 1dV = ’—72
X g(x) | (1 +4u)

Ent3o, pelo teorema de Fubini,
, 4 2 4 2 1 1
AreadeX:/ / Ldudv:/ vdv-/ ——du=—.
Ji i (T+4u)? 1 Ji (1 +4u)? 6

(a) O sdlido de integragido é a porgdo no segundo octante da intersecgdo da bola {(z,y, 2) : 22 +y% +22 < 2}
com o cone {(x,y,2) : 22 > 22 4+ y?}. Em coordenadas esféricas, o integral fica

T V2
/ / / f(rsinpcos B, rsin@sin 0, r cos @) 12 sin g dr d dep .
Jo Jz Jo

(b) O sdlido de integragdo é a por¢do no primeiro octante que fica abaixo do paraboldide {(z,y,2) : z =

x2 4+ 92} e no interior do prisma triangular limitado pelos planos y = 0, x = 1 e x = y. Em coordenadas
cartesianas, o integral fica

1 px pa’ty? A 1
/ / / g(\/:c2+y2,arctang,z)jdzdydx.
o Jo Jo x4 y?

2 2
(a) O conjunto X é o nivel 0 da fungdo g : R — R?, g(z,y,2) = (% +% —1,2) cuja derivada ¢’ (z,y, 2) =

z 2y
{ (2) 8 1 } s6 ndo tem caracteristica maxima na origem. Como a origem n3o pertence a X, conclui-
se que X = {(z,y,2) € R?: g(z,y,2) = (0,0)} é uma variedade de dimensdo 3 —2 =1 em R3.
(b) A variedade X é uma elipse no plano zy, contida, por exemplo, em cada rectingulo R. = [—2,2] x

[=3,3] X [—&,¢] (¢ > 0), o qual tem medida V(R.) = 48:. Tomando ¢ = 0, conclui-se que X tem
medida nula.

Seja f: X — R, f(z,y,2) = 22 + y? + 22, a fungdo “quadrado da distancia a origem”. Como f é continua e
X é compacta, f assume valor minimo. Seja p € X um ponto onde f toma o valor minimo. Por definicdo de
variedade, existe uma funcdo g : V — R definida numa vizinhanca V de p em R3 tal que XNV é o nivel zero de g
e a matriz jacobiana de g tem caracteristica maxima em todos os pontos da vizinhanga V (i.e., grad g(z, y, 2) # 0,

V(z,y,2z) € V). Pela regra dos multiplicadores de Lagrange, existe A € R tal que p é ponto critico da fun¢do

F:V - R, F def f + Ag. Ou seja, para esse \ tem-se grad F(p) = 0, i.e. grad f(p) = —Agradg(p).

Como o vector grad g(p) gera o espaco normal a X em p e como grad f(z,y, z) = (2z, 2y, 2z), conclui-se que
grad f(p) = 2p é um vector normal a X em p, pelo que a recta que une p a origem (a qual tem a direcgdo do
vector p) é perpendicular a X em p.
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Continuacao das respostas sumarias:

(6) (a) A variedade X tem parametrizacdo global g : {(z,y) € R? : 22 + 4% < 1} — X, g(z,y) = (=, 9, 2zy).

1 0
Como ¢'(z,y) = 0 1 |,tem-se Jg(x,y)=|(e1+2ye3)A(e2+2ze3)| = |e12 +2ze13 —2yea3| =
2y 2z

\/1 + 422 + 4y2. Usando coordenadas polares e o teorema de Fubini, a drea de X é

d 21 1
VQ(X)z/ 1dV2:/ / V1t 4r2 rdrdH:%(E)\/gfl) .
X 0 0

(b) Em cada ponto (z,y, 2) € X, o espa¢o tangente de X é gerado pelos vectores (1,0,2y) e (0,1,2z). Os
pontos de X onde o plano tangente a X é horizontal tém que ter coordenadas tais que 2y = 0 e 2z = 0,
logo o tnico ponto de X nestas condi¢cdes é a origem (0,0, 0).

(7) Sejam fy = scost, fy =te™° e f. = e2°. Entdo

frw = (fy)? dfs Adf. = t2e"2%(cost ds — ssint dt) A (2¢2° ds) = 2st?sintds A dt .

(8)  (a) Considere-se a parametrizagdo de A dada por coordenadas polares no plano yz, g :]0,1[x]0,7[— A,
g(r,0) = (rcos@,rsin@,r?). A orientagio em A induzida por g,

2] a .
782 A 78!; reis + 2r2sinfeis — 2r2 cosf eas
40y T |
i

tem componente em ej2 positiva, pelo que esta é a orientacdo o pedida.

(5 1
/ ezd:v/\dy:/ / eT2rdrd9:z(efl).
Jao Jo Jo 2

(9)  (a) Escolhendo parametrizagdes em termos de um pardmetro angular 6 €]0, 27| para cada uma das circun-
feréncias que formam 0A, tem-se
g1(0) (—2,cos6,sinf) e g2(0) = (2,sin6,cosb)
g1(0) = (0,—sin,cos0) 95(0) = (0,cos0,—sinb) .

(Uma orientagdo em A determina a orientagdo em cada uma das componentes de 9A, dai esta escolha
das parametrizagdes.) Pelo teorema de Stokes, o integral pedido é

. N 27 27
/ dw:/ w:/ (fsin2972c059)d9+/ (cos? 0 — 2sin@)dh =0 .
Ao dA° 0 0

(b) Ja que 0A° = Cfl U CZOQ, usando o teorema de Stokes e o facto de « ser fechada, obtém-se

/ a+/ a:/ a= da=0,
ot g2 0A° A°

1

pelo que os integrais indicados sdo simétricos: [o1 a = — [0z .
1 2

(10) A forma w é fechada no seu domiio D = R3\ {(1,0,2) : z € R} (o qual n3o é simplesmente conexo). Seja X
uma circunferéncia em D com parametrizagio g(t) = (1 + cost,sint,0), ¢ € [0,27], e orientagio o induzida por

g. Entdo
27 in2 2
— t t
/ w:/ ( sin®t  cos )dt:—27r7$0
0 0 1 1

logo w ndo pode ser exacta; se fosse exacta, o integral seria zero pelo teorema de Stokes, porque X é compacta
e dX =10.




