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Resolucao abreviada

(3 val.) 1. Considere a fungao

fey) _{ 1+ 28 (1) £ (0,0)
9y ( _ ‘

Mostre que f é continua na origem.

Resolucao: Temos,

2/,.2 2 20,2 2
<:c(:1: —l—y)<x(a: +v°)

T R = (2®+¢%) =0,
quando (z,y) — (0,0). Logo, f é continua na origem.
2. Seja h(z,y,2) = 2t + y? + 25
,5 val. a) Determine um vector v € R?, no nulo, tal que a derivada de h segundo v no ponto
1,5 val D i R3, n3 | | derivada de h d

(1,1,1) seja 0.
Resolucdo: h é de classe C'! e portanto é diferenciavel. Logo,

%(1,1,1) = Dh(1,1,1) - v =VhA(1,1,1) v = (4,2,3) v = 0.

Logo, uma solugdo possivel é v = (—2,4,0).

(2 val.) (b) Seja v : R — R? uma fungio de classe C! tal que (1) = (1,1,1) e v'(1) = (1,2, 3).
Calcule (ho~v)'(1).
Resolugao: Temos, uma vez que h e -y sdo diferencidveis,

(hov) (1) = Dh(y(1)) - Dy(1) = Vh(1,1,1) -+ (1) = (4,2,3) - (1,2, 3) = 17.

(3 val) 3. Determine e classifique os pontos criticos de g(x,y) = e~ % 2V,

Resolucao: A equacido vectorial,
Vgl y) = (=22 +y)e™ T, e ) = (0,0)

tem apenas a solug¢do (x,y) = (0,0), pelo que a origem é o (nico ponto critico.



(2 val.)

(2 val.)

A matriz hessiana de g é:

Hg(l',y) =

logo

_2€fx2+xy + (_2x + y)267x2+xy efszr:):y + (_21. + y)xefx%r:cy
e~ 4 (2 + y)ze T Y ple~ v tey ’

H,(0,0) = [ _12 H

Os valores préprios desta matriz s3o as solucdes de —A\(—2—X\)—1 = 0, ouseja A = —1++/2.
Logo, a matriz, tendo um valor préprio positivo e outro negativo, é indefinida e (0,0) é um
ponto em sela.

4. Considere o conjunto

(a)

M={(z,y,2) eER®>:2? + ¥ + 22 =3,z +¢eY +2=1}.

Mostre que M é uma variedade e indique a sua dimensao.
Resolucdo: O conjunto M é o conjunto de nivel zero da funcio de classe C'! definida
por

F(z,y,2) = (2> +eV + 22 -3, 2 +eV +2—1)

A matriz jacobiana

Yy
DF(x,y,z):[%; e 22}

1 e¥ 1

tem caracteristica 1 nos pontos que verificam A(1,e¥,1) = (2x,€Y,2z), para algum
A € R, ou seja, nos pontos (%, Y, %) com y € R. Substituindo estes pontos na segunda
equacdo que define o conjunto obtemos €Y = 0, logo concluimos que os pontos n3o

pertencem a M e a matriz jacobiana DF' tem caracteristica 2 em todos os pontos de
M. Portanto M é uma variedade de dimensao 3-2=1.

Mostre que M é o grifico de uma fungdo f(z) = (x(2),y(2)), de classe C!, numa
vizinhan¢a do ponto (1,0, —1) e calcule z/(—1).

Resolugdo: A funcio F definida na resolucdo da alinea (a) é de classe C!, satisfaz
F(1,0—1)=0e

2 1
detD(x7y)F(1,0,—1) = [ 11 :| =1 7&0,

logo, pelo Teorema da Fungdo Implicita, podemos concluir que M é o grafico de uma
funcdo (z,y) = f(z) de classe C'' numa vizinhanca do ponto (1,0, —1). Temos

Df(_l) = _[D(x,y)F(LO,_l)]_l : DZF(1707_1) =

TR

Donde concluimos que z/(—1) = 3.



(2,5 val.)

(2 val.)

(2 val.)

5.

7.

Sabendo que existe um vector de R? cuja soma das componentes é igual a 9 e o seu
comprimento é minimo determine-o.

Resolucdo: O quadrado do comprimento de um vector v = (z,y,2) € R? é dado pela
fungdo f(x,y,2) = 2? + 4% + 22, Aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange,
devemos considerar a funcao

glzy) =22+ + 2+ MNae+y+2—9)

e resolver o sistema

22+ A =0

Vyg(z,y) =0 2y+A=0

{:L“+y+z:9 — 2z4+2=0
rT+y+z=9

Das trés primeiras equagbes podemos concluir que x = y = z e substituindo na dltima
equacio obtemos = = 3, logo obtemos o vector (3,3,3) que tem comprimento 3v/3.

Determine um ponto da hipérbole 32 — 22 = 3 para o qual a recta tangente nesse ponto
tem a direc¢do do vector (2,1).

Resolugdo: A hipérbole é o conjunto de nivel 0 da fungio de classe C' dada por F(x,y) =
y? — 2% — 3. No ponto (z,y) o espaco normal 3 hipérbole é gerado pelo vector DF(z,y) =
(—2x,2y), logo o espago tangente nesse ponto é gerado pelo vector (2y,2x). Para que a
recta tangente nesse ponto tenha a direc¢do do vector (2, 1) devemos ter (2y, 2x) = A(2,1)
para algum X\ € R. Assim as solu¢des do problema sio as solu¢des do seguinte sistema

2y = 2\
20 =\
y2—$2:3

As solugGes sdo portanto os pontos (1,2) e (—1,—2).

Sejam A C R", B C R" duas variedades com dim A = a,dim B = b e tal que para todo
op€ AN B # () se tem (T,A)* N (T,B)*+ = {0}. Mostre que AN B é uma variedade,
determine a sua dimensdo e determine o espago tangente 7),(A N B).

Resolucao: Seja p € AN B, U C R" uma vizinhanga abertade pe F : U - R" % G :
U — R" " tal que ANU e BN U s3o descritas como conjuntos de nivel F = 0 e
G = 0 respectivamente, e tal que a caracteristica de DF e DG sdo maximas (e iguais
respectivamente an—a e n—>b) em U. Entdo ANBNU serd descrita por H = (F,G) = 0.

As linhas da matriz DF(p) formam uma base do espaco normal T,A" e as linhas da
matriz DG(p) formam uma base do espago normal T,,B+. Como (T,A)* N (T,B)* = {0},
estes n —a+mn —b = 2n — a — b vectores sdo independentes e portanto DH (p) tem
caracteristica mdxima e igual a 2n — a — b. Logo, A N B é uma variedade de dimens3o
n—(2n—a—>b) = a+b—n. Além disso, os vectores de T,(A N B) sdo perpendiculares a
todas as linhas de DH(p). Logo, T,(ANB) =T,ANT,B.



