Teorema de Fubini e Mudancga de Varidveis (Resolugdo Sumaria)

3 de Maio de 2013

1. Escreva fA fdVs como um integral iterado nas duas ordens de integracdo possiveis, onde o
conjunto A é:

(a) O tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (2,1);

Resolucao:
1z 2 2
/dezz// f(x,y)dyder// f(z,y)dydx
A 0o Jo 1 Jaz—1

- /0 1 /2 zH F(a, y)dudy.

(b) O sector circular com centro em (0,0) e cujo arco é o menor arco circular unindo os
pontos (1,1) e (1,—1);
Resolucao:

/deg / _mfmydyd$+/ / f(x,y)dydx
_ /_ 1 /y| Ve F,y)dwdy.

(c) A regido compreendida entre as circunferéncias de raios 1 e 2 centradas na origem.
Resolucao:

-1 Vd—2? =
/deg:/ / :L"ydyda:—l—// f(z,y)dydx
A -2 —VA4—z?

1 pVd—z2

+// xydydw—i—// f(z,y)dydx
-1JV1-22

(a outra ordem de integracdo é completamente andloga).

2. Escreva fA fdV3 como um integral iterado numa ordem de integracdo a sua escolha, onde
o conjunto A é:

(a) O tetraedro limitado pelos planos =0,y =0, 2 =0, z +y + z = 1;
Resolucao: Por exemplo,

1 11—z l—z—y
/ fdvy — / / / f(2,y, 2)d=dydz.
A 0 0 0



(b) A esfera {(z,y,2) € R?: 22 + 4% + 22 < 4};
Resolucao: Por exemplo,

4— x2—y
/deg,—/ / / flx,y, z)dzdydzx.
4— x2—y

(c) O cone {(z,y,2) €ER3: /a2 + 92 < 2 <1}

Resolucao: Por exemplo,

/deg—/ / /gc2+y flx,y, z)dzdydzx.

3. Escreva o volume do sélido
A={(z,y,2) eR*: 1 <a? +y* + 2% < 4}

como um integral iterado numa ordem de integracao a sua escolha.

Resolucao: Por exemplo,
Via—22  pA—22—22 V1—22  p/4—22—22
/ / / ldydxdz + / / / ldydxzdz
Via—22 Vi—22—22 VAa—z2 Vi—22—22
V1-22 V1—22—22 V1-22 VAi—22—22
/ / / ldydzdz + / / / ldydzdz
V1=22 VA—22—22 V1—z22—z2
Va—22 4222 V4—22 Va—22—x2
/ / / ldydzxdz —l—/ / / 1dydzdz.
N ———;" Va—22 Va—22—x2
4. Inverta a ordem de integracdo nos seguintes integrais iterados:

12z
// f(x,y)dydx;
3a2
48
Resolucao: / / (x,y)dzdy.
(b) / / f(z,y)dydzx;
2
¥ 3 rl
Resolucéo:// f(a:,y)da:dy—l—/ / flx,y)dxdy.
Y 2 Jg

/ / f(z,y)dydz;
V2z—22

Resolucao:

/01 /yi_@ f(x,y)dxdy + /01 /:r\/ﬁ f(z,y)dxdy + /1\/i /; f(z,y)dzdy




5. Calcule o volume de um cone circular recto de altura A > 0 e raio da base a > 0.

Resolugdo: Em coordenadas cilindricas (p, ¢, z), o cone pode ser descrito por %p < z<h,
e portanto o seu volume é dado por

a 27 rh a 2 2

h 2mh h

/ / / pdzdpdp = 271/ (hp — —p2> dp = rha® — Tha T .
o Jo JIp 0 a 3 3

6. Uma esfera de raio 2 é perfurada por uma broca de raio 1. Determine o volume do sélido
resultante.

Resolugdo: Em coordenadas cilindricas (p, ¢, z), a esfera pode ser descrita por p? + 22 < 4,
e a broca por p < 1. A interseccio das superficies de ambos ocorre para 2> = 3, e portanto
o volume do sélido resultante serd

V3 p2m p/A—22 V3 4— 221
/ / / pdpdpdz = 271/ — —dz=4nV3.
-v3Jo J1 -3 2

7. Seja A o elipséide

22 2 22
A:{(I’,y,Z)GR3¥+b—2+C—2§1}
(a) Calcule o volume de A.

Resolugcdo: Em termos das varidveis (u,v,w) definidas na sugestdo, o conjunto A é
descrito por u? +v2 4+ w? <1, ie., éuma esfera de raio 1. Uma vez que

Jxr Oz ox
dy Oy y — —

det 5 52 det | 0 b 0 abc,
& 0z 0z 0 0 c

u v Ow

pelo teorema da mudanca de varidvel temos

1 pr p2w
4mrab
V3(A4) = / abe dudvdw = / / / aber? sen Odpdfdr = rave.
{u?+v2+w?<1} o Jo Jo 3

(b) Supondo que A possui densidade constante igual a 1, calcule o momento de inércia
do elipséide em relacdo ao eixo dos zz.

Resolucao:
I.,(A) = / (a*u? + b*v?)abe dudvdw
{u2+v2+w2<1}

1 2w
= / / / (a®r? sen? 6 cos® ¢ + b*r? sen” O sen? p)aber? sen Odpdfdr
o Jo Jo

1 g 4
= 571‘(1()6/ (a® 4+ b*)(1 — cos? §) sen 8df = %abc(a2 +b2).
0

Sugestdo: Utilize a mudanga de varidvel (z,y, z) = (au, bv, cw)).



8.

10.

Se A C R™ é mensurdvel e com medida finita, uma pirdmide de base A e vértice he, 11 é
0 conjunto

={(a'(1—1),...,a"(1 —t),ht) e R"™ : (a',... ,a") € A,0 <t < 1}.

Prove que
h
Vii1(P) = ——=V,(A).
n—i—l( ) n+1 n( )
Aproveite este resultado para confirmar a férmula da drea do tridngulo e o resultado que
obteve na questio 5. (Sugestdo: Utilize a mudanca de varidvel (z,...,z" 2"!) =
(a*(1—1t),...,a"(1 —t),ht)).
Resolugdo: Em termos das varidveis (a',...,a",t) definidas na sugestdo, a piramide P é
dada por A x [0,1]. Uma vez que
[ 92! o' oz! ]| i 1]
ZaT e Bam S 1-t ... 0 —a
det 8n an 8n et | o — (1o,
BT -+ Ban S 0 ... 1—¢t —a"
o n+1 o n+1 B) n+1
Tl - dam i 0 ... 0 h |

pelo teorema da mudanca de varidvel temos

// (1 — t)"dtdV,, = hV,,(A) (_t)ml— h Vi (A)
Vi (P n= n+l |, n+1 "7

Prove o Teorema de Pappus: o volume de um sélido de revolucdo gerado por uma figura
plana é igual a 2rdA, onde A é a drea da figura plana e d é a distdncia do seu centréide ao
eixo de rotacdo. Aproveite este resultado para calcular o volume do toro

T:{(ac,y, eR3: W—R + 22 <r}

(0 <r <R).

Resolugdo: Em coordenadas cilindricas (p, ¢, z), o volume do sélido de revolugdo é dado

por
2m
= / // pdpdzdyp = 2ndA,
0 figura
i),
= — dpdz.
A figura par

Consequentemente, o volume do toro é 27 R(nr?) = 272r2R.

uma vez que por definicdo

Seja A o sélido
A= {(:E,y,z) ERY 2+ +22<1,2> \/3:2—|—y2,0§:n§y}

e densidade p(z,y, z) = z. Calcule:



(a)

(d)

O volume de A;
Resolugdo: Em coordenadas esféricas (7,6, ), o volume do sélido é dado por

1 T .z
V:/ /4/47*286119dg0d90lr:1 (1—£>.
o Jo Jo 12 2
A massa de A;

Resolucao: Nas mesmas coordenadas, e uma vez que a densidade é z = r cos/,

Ut ) .
M:/ / / r cos Or° sen Odpdfdr = —.
o Jo Jo 64

O centrdide de A;

Resolugcdo: Uma vez que z = rsen @ cos ¢, a coordenada x¢ do centréide é dada por

1 pZ ,Z
2 1

ch:/ /4/4rsem@cosgorzSelf1¢9dg0d€a€r:£ T ,
o Jo Jo 16 \14 2

_3(r—2)(V2+1)
To = 87 .

Analogamente, uma vez que y = rsen#siny, a coordenada yc do centrdide é dada

por
V2
32°

ou seja,

1 pT .7
yoV = / /4 /4 rsen 0 sen @r? sen Ododfdr =
o Jo Jo

ou seja,

_3(V2+1)

8
Finalmente, uma vez que z = r cos 8, a coordenada z¢ do centrdide é dada por

1 pZ .=
zoV = / /4 /4 r cos 0r% sen Odpdfdr = M,
o Jo Jo

ou seja,
M 3V2(V2+1)
Z - Y— = —
Ty 16
O centro de massa de A;

Resolugcdo: Uma vez que z = rsen @ cos o, a coordenada x¢ s do centro de massa é
dada por

1 p% L7 1
romM = / / ) / ) rsen 0 cos or cos Or2 sen Odpdfdr = —,
o Jo Jo 60

ou seja,
16

TemM = 15—71'



Analogamente, uma vez que y = rsen 6 sin ¢, a coordenada yops do centro de massa
é dada por

Lord o 2 2
yomuM = / /4 /4 rsen 0 sen or cos 012 sen Odpdfdr = £ 1-— £ ,

ou seja,

Finalmente, uma vez que z = rcos 6, a coordenada z¢); do centro de massa é dada
por

1 pZ I 5
zom M :/ /4 /4 7 cos r cos Or? sen Odpdfdr = 1 (1 — £> ,
o Jo Jo

60 4
16 V2
oM =95 4 |

O momento de inércia de A em relagdo ao eixo dos zz.

ou seja,

Resolucao: Uma vez que o quadrado da distancia ao eixo dos zz é dado por

2 2

2?2 + 4% = r?sen? f cos® ¢ 4 2 sen® fsen? ¢ = 2 sen? b,

o momento de inércia pedido é

N 2 can2 2 m
I, = / / / r<sen” Or cos Or° sen Odpdfdr = —.
o Jo Jo 96



