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1. Determine a solugao dos problemas de valor inicial, indicando os respectivos intervalos maximos de
solucao.

dz

(@) (15 %) T

- (tgt)z = tgt, z(0) = 1.
Resolucao:
A equacao ¢é linear, e um factor integrante é dado por:

—sent

u(t) = el ~terdt — of S5t — glogleostl — | o5 t| = + cos t.

Note que este calculo é valido para cost # 0. Vamos tomar p(t) = cost. Multiplicando a
equacao pelo factor integrante, resulta que

t dz (sent) t
COSIT — — (Ssent)z = sen
dt

ou seja,

%( cos(t) z(t)) = sent.

Calculando as primitivas obtém-se (para cos t # 0):
cos(t) z(t) = —cost + ¢, onde c € R.

A solugao geral ¢, pois:
c

zZ(t) = -1+ )
cost

Da condigao inicial z(0) = 1, resulta que 1 = —1 + ¢, pelo que ¢ = 2. A solu¢ao do PVI &

z(t)y=—-1+

cost

- . T . . ~
Como as solucoes de cost = 0 sao P + km, com k € Z, o maior intervalo onde esta solucao

esta definida, é de classe C! e contém t, = 0 é

Imax :]_E,z[-
22



dy 1+ y?
15 % — = s = 0.
ORI S Y =0

Resolucao:

A equacao é equivalente a
1 dy 1

1+y? dt 3

>

que € uma equacao separavel. Assim sendo, a sua solugao geral (na forma implicita) € dada por

d 1
/ Y _ /—dt+c, comc €R,
1+ y? 3

t
arctgy = <§) +c.

ou seja:

Calculando ¢ de forma a que y(0) = 0, obtém-se ¢ = 0 e, como tal,
t
H=tg(-
y(t) = tg ( = )

Para determinar o intervalo maximo de solucao, basta notar que a funcao obtida esta definida e é de
classe C' no conjunto dos t € R que nio verificam:

t T 3 3
— = —+kr o t=—+3kr = (1+2k)— Vk € Z.
3 2 2 2
3w 31w
Atendendo a que ¢, = 0, resulta que I, = 55|

. (20 %) Resolva o problema de valor inicial
t+y +3ty’y =0 , y1) = 1

Explicite a solucao e determine o intervalo maximo de solucao.

Resolucao:

Na equacao diferencial temos
M(t,y)=t+7y> e N(t,y)=3ty%
Resulta que:
« Me N sao de classe C' em R?
oM

ON
el 3y° = — para qualquer ¢, y em R.
y ot

Assim, o campo vectorial (M, N) é um campo gradiente em R?, pelo que a equacio diferencial é
exacta em R?; assim sendo, existe @ : R? > R, tal que Vo = (M, N). Para calcular ¢,

d t?
a—f=t+y3 - <p(t,y)=5+ty3+g(y) e



o9 2 o (t? 3 ) 2
=3¢ — [ = iy - = 3¢
ay SV = g ( 5 VY 1467 y
= 3ty* +g'(y) = 31y’
= giy) =c, com c € R.

t? - .
Assim, um potencial é ¢(t, y) = > +ty°. A solucio geral da equacao é dada por:

2

t
E+ty3=1< , KeR.

1 3
Pela condigao inicial y(1) = 1, K = 7 +1= 2 pelo que a solucao do PVI na forma implicita é

ﬂ+t3—3
2V Ty
Resolvendo esta equacao em ordem a y:
. 3-t° ;s 3-—1
=i =4 = A4
Y 2 4 2t
Obtem-se assim:
3 —t?
y@® =\

2t

Esta funcao esta definida para t # 0 e é de classe C' se

3—¢2

eRN{0} o  te{-+303}.
Tendo em conta que t, = 1, obtém-se:

Lnax = |0, V3] .

. (20 %) Calcule o fluxo de
F(x,y,2) = (2x, 2* + sen(x?), z + arctg(x*y?))

atraves de S = {(x, y,2) €ER? : x** =y*+2%e0< x < 2} orientada pela normal unitaria v com
componente x negativa.

Resolucio:

Dado que x > 0, S esta contida na superficie conica x = /y? + z2. Considere-se o solido

Ez{(x,y,z)elR3 . \/y2+22<x<2}

Trata-se de um cone com vértice na origem e base no plano x = 2. A fronteira de E € 0E = SU S,,
onde S, € a base do cone:

S, = {(x,y,z)e]R3 - y2+zz<4,x:2}



Note que E é um dominio regular. Temos ainda que F é de classe C' em R® e
divF = i(2x) + 9 (22 + sen(xz)) + i(z + arctg(xzyz)) =240+1=3
x dy oz '

Pelo teorema da divergéncia:

1
//F-vdSz///dideVz///3dV=3Vol3(E)=3-—7r22-Z=87r
oE E 5 3

Em alternativa, pode calcular o volume do cone E usando coordenadas cilindricas x = x, y = p cos 0,
z = psen0:

2 2 2 2 p3 2 8
V013(E) = / / / pdxdpd@ = 271’/ (Zp —pz)dp =2 (p2 = ?) = ?
0 o Jp 0

Calculamos agora o fluxo de F através de S, que, recordamos, é parte do plano x = 2. Em S,,
v=e; =(1,0,0)e F(x,y,z) = (4,-,-), pelo que F - v = 4. Isto implica que

//F-vdS = //4d5 = 4Area(S,) = 4-12* = 167.
Sz 52
Concluimos que:

//F-vdS - //F-vdS—//F-vdS — 8r—16r = -8
S oE S,

. (20 %) Use o teorema de Stokes para calcular

//rotF' v dS,
S

onde F(x, y,z) = (1—z,—y, x) e S é aparte do plano y+z = 2 no interior do cilindro x*+y*—2y = 0,
orientada pela normal unitaria com componente z positiva.

Resolucao:

A superficie S satisfaz z = 2 — y. Trata-se do grafico de f(x,y) = 2 — y, onde f esta definida num
dominio T cuja fronteira, 9T, € dada por:

X*+y"=2y=0 o *+y -2y+1=1 = X+(y-1D=1

O bordo de S é a interseccdo de x* + (y — 1)* = 1 com z = 2 — y. Note que S é elementar e, como
a orientagao de S € para cima, dS deve ter o sentido positivo quando visto de cima. Assim, uma
parametrizagao do bordo de S é

x(t) = cost
y(t) =1+sent
zZ(t)=2—y(t)=2—sent—1=1—sent

ou seja
y(t) = (cos t,1+sent,1— sen t) , para t€[0,2rx].



Sendo F de classe C' e S uma superficie elementar, o teorema de Stokes garante-nos que o fluxo
pedido é dado por

2m
//rotF- vdS = /F- dy = / F(y(t)) -yY'(t) dt
S % 0
2m
= / (1-(1—sent),—(1+sent),cost) - (—sent,cost,—cost)dt
0
2m
:/ (sent,—l—sent,cost)-(—sent,cost,—cost) dt
0
2m
:/ (—sen2t—cost—sentcost—coszt)dt
0

2 27T
:/ (—1—cost—sentcost)dt = —t—sent—%senzt
0

0

5. (10 %) Seja y um caminho fechado e simples contido no plano x + y + z = 1 e percorrido no sentido
directo quando visto do ponto (0, 0, 10), e S a superficie contida no mesmo plano cujo bordo € y.
Mostre que:

/(\/gz —x, y) -dy = Area(S).

Y

Resolucao:

A superficie S, dada por z = 1 — x — y, é elementar. Por outro lado, o campo vectorial F(x, y, z) =
(\/§ Z, —X, y) é de classe C!. Pelo teorema de Stokes:

/F-dy://rotF-VdS
% S

F é uma aplicacao linear, pelo que o seu rotacional devera ser constante. De facto:
e, e e;
rotF = a_ax aiy % :(1, \/5,—1)
V3z —x y
Uma parametrizagao de S pode ser dada por
8, y) =(x,y,1-x~y),

onde g é definida na projeccao de S no plano xOy. Calculando um vector normal unitario a S:

%8 , %8 ell t:)z e31 (1,1,1) L a1 = =@
= — = — = , 1, = vV = s 1y = —= s 4y
ox 9y |, | _ |(1,1,1)] V3

A orientagao de v € para cima, logo é compativel com o sentido de y. Resulta entao que:

1 1
E %(14'\/5—1):1

/F-dyz//rotF-vdS = //dS = Area(S).
Y s s

rotF-v = (1,3,-1) (1,1,1) =

Desta forma:



