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1. (a) Determine a solugdo do problema de valor inicial

dy 1 1
rcy==; y=1
— 5 v
indicando o intervalo maximo de definic3o.
(1,0 val.) (b) Determine a solugdo geral da equagdo

dy

— =2y(1 t

o = 2y(L+y)

Indique uma condigdo inicial, da forma y(0) = o, para a qual a solugdo do problema de
valor inicial explode.

Resolucao:

(a) Trata-se de uma equacgdo linear. O factor integrante é

Assim p ] | ) | | o
- - ( )_ -
4+ y=—= & [t = — & t — 4+ — R
dt+ V=3 y 2 y(t) t2+t’C€

Sendo y(1) = 1, conclui-se que C' = 2 e assim a solugdo do (PVI) é

1 2
ty=-=+>.
y(t) = -5+
O intervalo maximo de existéncia de solu¢do é Ipax =]0, 00[ — o maior intervalo contido no
dominio de ' que contém tg = 1.
(b) Comegamos por observar que y(t) = 0 e y(t) = —1 sdo solugdes constantes da equacdo. No

caso geral, trata-se de uma equagdo separavel. Assim

dy L _
E—Qy(l—l—y)t & / )dy—/Qtdt

o ———d 2tdt
/ y+1 y/

& log‘ ‘—t2+c



Conclui-se que a solucdo geral da equagio é
t2
e k
t) = ———
y( ) 1 . €t2k

se para todo ¢t € R se tem que y(t) # 0 e y(t) # —1, y(t) = 0 se para algum t € R se tem que
y(t) = 0, y(t) = —1 se para algum ¢t € R se tem que y(t) = —1. Teremos agora que indicar
yo € R, para o qual a solugdo do (PVI)

dy
—=2y(L+y)t . y0) =y
dt
tenha um blow-up. Dado que as solucdes constantes ndo explodem podemos concluir de imediato
2
que yo # 0 e yo # —1. A solu¢do dada por 1it§k: explode se para algum valor de t e de k a

expressao 1 — et’k se anula. Teremos ent3o que k terd de ser positivo (pois se k < 0 a solugdo
do (PVI) n3o explode). Para qualquer valor de k €]0,1] a Solugéo explode em ¢t = ++/—logk.

. 21 C e
Por exemplo, escolhendo k = e~!, a solugdo é y(t) = ¢ = ! e a condicdo inicial

1—et?-1 el—t2 1
pedida é y(0) = L.

. Considere
-1 0
=[5
(a) Determine e, e resolva o problema Y’/ = AY, Y(0) = (1, —1).
(b) Determine uma soluc3o particular da equagdo Y’ = AY + B(t) em que B(t) = (0,e7%).

Resolucao:

(a) A matriz A é triangular pelo que os seus valores préprios sdo —1 e 2. Podemos desde ja
concluir que A é diagonalizdvel, isto é, existe uma matriz n3o singular, S, tal que

I = R
ams[ 3]s

As colunas de S s3o os vectores préprios associados a —1 e 2 respectivamente. Assim, a primeira
coluna de S serd uma solucdo de

(A+DHv=0 & [_03 g][g;}:[g} < —3u+3v2=0

Por outro lado, a segunda coluna de .S serd uma solucdo de

a-aw=o = [ o]0 ]=[0] « {42

Ent3o (por exemplo)

At _ 10 et 0 1 0] 2t 0
11 0 e% —1 1| | et—e2 g2



A solugdo de Y' = AY, Y (0) = (1, —1) é dada por

V() =0 = | o |

(b) Uma solug3o particular de Y’ = AY + B(t) serd dada por (usando a férmula da variagdo
das constantes

_ LA —At _ LAt & 0 0
Yp(t) = e e 'B(t)dt = e of o2t -2t ot dt

3. Considere a equacgdo diferencial
y" =Ty + 6y = h(t) .

(a) Considerando h(t) = 0, determine a solu¢do geral da equagdo. Indique, justificando, a
forma das solugdes limitadas em [0, co[. Existem solug@es limitadas em R?

(b) Determine a solucdo da equagdo que verifica y(0) = 3'(0) = 3”(0) = 0, escolhendo para
h(t) uma e s6 uma das seguintes fun¢des:

h(t) = 205(t — 2) ou h(t) = 16¢

onde §(t — 2) representa a distribuicdo delta de Dirac centrada em 2.

Resolucao:

(a) Usando a notagdo y' = Dy, a equagio pode ser escrita na forma
(D3 7D +6)y =0
Tem-se entdo que o polindmio caracteristico é
P(R)=R*-TR+6=(R—1)(R—2)(R+3)
Assim a solucdo geral da equacgédo é
y(t) = ae’ +be?* +ce™ | a,b,c€R

A forma das solucdes limitadas em R* é ce™3 ou seja as solucdes correspondentes a a = b = 0.

A Unica solugdo limitada em R é a solucdo nula.



(b1) Sendo h(t) = 204(t — 2), vamos usar a transformada de Laplace para resolver o (PVI).
Assim,

— Ty’ + 6y = 205(t — 2)

= {y’" Ty +6y}( ) = £{205(t—2)}(s)
& {y'"} { }(s) + 6£{y}(s) = 20e"%
& —y'(0)—sy <o> = s%y(0) + 5°L{y }(s) = T(=y(0) + s£{y } () + 6{y }(5) = 20e7
—25 206—25
& L{y}s)= —7s+6 G- =-2)(+3)
Visto 1 -1/4 1/5  1/20
(s —1)(s—2)(s+3) T s—1 +3—2+3+3
tem-se que

—25 206—28
—75+6 (s —1)(s—2)(s+3)

{r}e) -
{y} (3_51+si2+541r3)
{ } =e QSC{ —56t+462t+673t}5)

& ﬁ{y}(s) = E{H(t - 2)( — 5et2 + 4272 4 6_3(t_2)) }(s)

L

(3
™

< Lyl

onde H(t — 2) representa a fun¢do de Heaviside centrada em 2. Conclui-se que a solu¢do do
(PVI) é

_onf e t—2 2(t-2) , -3(t-2)) _ J 0 se 0<t<2
H(t 2)< & e e ) o { —BHet—2 —|—4€2(t_2) +e_3(t_2) se t>2

(b2) Sendo h(t) = 16e* vamos tambem usar a transformada de Laplace para resolver o (PVI).
Assim,

— Ty + 6y = 16¢'
& L’{ "y +6y} {166}

o E{y"’}() 7,c{ } +6£{}

& —y/'(0)— sy/(0) — 5%y (0) + s3£{y}<s> — 7(=y(0) + s{y } () +6£{y }(s) =

16 16
< E{y}<s) T (5-1)(s3—75+6) (s—1)2(s—2)(s+3)

16
s—1

Visto
16 -3 N —4 N 16/5 —1/5
(s—1)2(s—2)(s+3) s—1 (s—1)2 s-2 s+3




tem-se que

E{y}(S) =
= ﬁ{y}(s) = ﬁ{ — 3¢t — 4te! + ?e% _Z

Conclui-se que a solucdo do (PVI) é

y(t)

—4 16/5

~1/5

_l’_

(s—1)22  s—2

1
5

16
= —3et — 4tet + Ee% —

. Considere a funcdo f definida no intervalo [—4, 4] por

ra={y

S

€
e

—4<zxr< -2 ou
—2<r<?2

s+ 3

673’&}(5)

2<x <4

Calcule a sua série de Fourier e indique a soma da série no intervalo [—4,4] .

Resolucao:

Sendo L = 4, a série de Fourier é da

SFy(x

forma

+ Z (an cos

Os coeficientes da série sdo dados por (observe que f é uma fungdo par)

_i/if(x)d

eparan €N

1[4 1
:4/_4f(x)cosnzxd$:2/

7

-i—bn sen %)

flx /da:—l

nwx 2 nrx |4

nm

Sendo f uma funcdo par, tem-se que para qualquer n € N

e nmwr
= 4/_4f(:v)sen4d:x = 0.

Conclui-se que a série de Fourier associada a f é

SFy(x

)-5-3.2

nmx

— sen — COS —_—

4

4

cos —dr = — sen ——

Pelo teorema da convergéncia pontual das séries de Fourier, tem-se que

SFy(x)

1
1
2
=49 0
1
2
1

se

se

se

se

se

4 <xr<-2
B = =%
—2<r <2
B=2%
2<x <4



5. Considere o problema de valor inicial com condi¢des de Dirichlet homogéneas

ou 0%u
52@4—6@' 5 t>0,0<:):<7r
w(t,0) =0, u(t,7)=0 , >0 (1)
5
2n+1
u(o’m):_m3+w2x+;sen(2(nn+l)x) , O<z<m

(a) Determine uma solugdo estaciondria, isto é da forma u(t,z) = v(z), da equagdo diferencial
que verifique v(0) = 0 e v(7) = 0.
(b) Determine uma solugdo de (1)

Resolucao:

(a) Queremos determinar uma solugdo estaciondria do problema de valores de fronteira:

ou  0%u

—=—+46 , t>0,0<a<

ot 8x2+x T < 2)
u(t,0) =0, u(t,m)=0 , t>0

Substituindo u(t, ) por v(x) na equagio diferencial, obtém-se:
d2
d?:; + 62 =0 0"(z) = -6z

Primitivando duas vezes, resulta entdo que:
v(z) = —23 +ax +b com a,beR
Como v(0) = v(r) =0, entdio b=0e —7° + ar =0 = a = 2. Assim:
v(z) = —2° + 7’z
(b) Note que devido a presenga do termo 6x a equagdo diferencial ndao é homogénea. Em
consequéncia, e apesar de as condi¢cdes de fronteira serem homogéneas, o principio da

sobreposicdo n3o é aplicivel a solugcdes de (2) e, assim sendo, o método de separagdo de
varidveis n3o é directamente aplicavel.

Vamos, por isso, procurar solugdes do problema (1) da forma
u(t,z) = w(t,z) + v(zx)

onde v(x) é a solu¢do estaciondria determinada em (a) (que é uma solugdo particular de
(2)). Tendo em conta que

%—@Jrfix & 6—w+0—82—w+v"(x)+6x & én _ G
ot 0z ot Cow? ot 0z?’
—0

e usando as condi¢des fronteira e iniciais para u e v, entdo w é a solucdo do problema:

%—@ t>0,0<zx<m
ot 0x2 ’ ’
w(t,0) =0, w(t,7m)=0 , t>0 (3)

5

sen ((2n + 1)x

w(O,m):Z (2(n+1)) , O<z<mw
n=1



Vamos procurar solugdes ndo nulas da forma w(zx,t) = X (z)T'(t) para a equagdo diferencial
parcial e condi¢des de fronteira (que sdo homogéneas). Substituindo na equagio diferencial,

obtemos:
')  X"(z)

T  X(z)

Esta igualdade, vélida para qualquer ¢ > 0 e 0 < x < m, é equivalente ao sistema seguinte

X@)T'(t) = X"(2)T(t) <

X"x) = AX(z) =0 para 0 <z <7
T'(t) = NT(t) para t >0

onde A é um numero real.

Das condigdes de fronteira, w(t,0) = w(t,7) = 0, resulta que as solugdes n3o nulas da
equacio diferencial parcial da forma T'(t) X (z) devem verificar

THX(0) =THX(r) =0 = {

Resolvendo o problema de valores préprios (para = € [0, 7)),
X'-AX=0 ; X(0)=X(r)=0, (4)
obtém-se
2

Ap = —n , Xn(z) = sen(nx) , comn=1,23,...

Substituindo os valores de A\ — para os quais se obteve solu¢des ndo nulas de (4) — na
equacdo para T', obtém-se:

T = —n®T com n=0,1,2,3,...

A solug3o geral desta equagdo é T'(t) = De~m"t; para cada n = 0,1,2,3,... podemos, a
menos de combinacdo linear, tomar

T (t) = e~

As solugdes da equagdo diferencial da forma T'(¢) X (z) que satisfazem as condi¢des de
fronteira sdo (a menos de produto por uma constante) fungdes da forma:

W (t, @) = Tp(H) Xp(z) = e tsen(nz) , com n=1,2,3,...

Procuramos agora uma solugdo formal do problema (2) que seja uma sobreposicdo das
solucdes acima obtidas; isto é:

(o)
w(t,z) = Z Ane™™ sen(nz)
n=1

Utilizando a condigdo inicial do problema (2),

00 5
w(0,x) = ZA” sen(nx) = Z 2k‘1+ 7 sen ((2k +1)z),
n=1 k=1



resulta que:
Aoggy1 = Tlﬂ para ke{1,2,3,4,5}
A, =0 para n¢{3,5,7,9,11}

Assim sendo, a solugdo de (1) é:

5
1 2
_ _ 3,2 L kg2
u(z,t) =v(x) +w(t,z) = —x° + 7m°x + kg_l P 7€ sen ((2k‘ -+ 1):E)

6. Seja ¢ : R — R uma func3o de classe C', limitada em R. Considere o problema de valor inicial

Y = —yp(t+y)
Lo 2 )

em que « é uma constante real positiva. Mostre que o problema tem solucdo tnica e que o
seu intervalo mdximo de existéncia é R. Se adicionalmente se tiver que hI_EI ©(r) existe e é
r—r+00

positivo, calcule justificando o tliﬂa y(t), onde y representa a solu¢do do problema.
—+00

Resolucao:

Seja f(t,y) = —yp(t + y); esta funcdo estd definida e é de classe C' em R, o que implica
que é lipschitziana (e continua) em R. Pelo teorema de Picard, o problema de valor inicial (5) tem
solugdo (nica, de classe C*, definida num intervalo da forma Ja, b[, com a < 0 < b. Pelo teorema de
extens3o de solu¢do — e dado que a fronteira do dominio de f é o conjunto vazio — ou b = +o0
(respectivamente, a = —o0), ou a solugdo, y(t), explode quando t — b~ e b < +0o (respectivamente,
t—atea>—0c0).

Note que z(t) = 0 é solugdo da equagdo diferencial pelo que, por unicidade de solugdo, o grafico
da solugdo y(t) ndo pode intersectar o eixo y = 0. Como y(0) = « > 0, entdo y(t) > 0 para qualquer
t €]a,b[. Temos também que

y/
) o(t+y).

Como y(t) > 0, entdo
AQO%y®>:—w@+w
dt ’

pelo que (e tendo em conta que logy(0) = log «v) y(t) satisfaz a equagido integral:

~+

logy(t) = loga + /0 —p(s+y(s))ds

entdo, para qualquer t €]a, bl:

t t
| log y(t) —log S/O |—p(s+y(s))] |ds| < M/o |ds| = M]|t|
—_—
<M

Isto mostra que y(t) ndo explode em tempo finito em ambos os extremos do seu intervalo maximo de
solugdo; concluimos entdo que y(t) estd definida (e é de classe C!) em R.



Determinemos agora o lim y(t). Como sabemos que lim ¢(r) = L > 0, entdo pela definicdo
t——+o0 r——+00

.. . ~ def .
de limite existe R € R tal que se r > R entdo ¢(r) > 8 = % > 0. Consideramos agora o problema

de valor inicial

{ Y = —yo(t+y) (6)

y(R) =yr

onde y; é o valor da solugdo de (5) em ¢t = R. Por unicidade de solugdo, as solugdes de (5) e (6)
sdo idénticas (e iguais a fun¢do y(t)). Como anteriormente, o problema (6) é equivalente a equagdo
integral

t
logy(t) = logyr + / —o(s+y(s)) ds,
R

pelo que, para qualquer ¢t > R:

t ¢
logy(t)—logyR—i-/ —cp(s+y(s)) ds<1ogyR—ﬁ/ ds =logyr — B(t — R)
R T R
>

N————
<-p

Resulta assim que tilgloo log y(t) = —o0, o que implica que tilglooy(t) = 0.



