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1. Para cada o € R, considere a funcio real v : R? — R definida por

v(z,y) = 2* — o*y* + 2ax .

(a) Determine os valores de « para os quais v é a parte imagindria de uma fun¢3o
holomorfa em C.

(b) Considerando o = 1, determine a fun¢do f holomorfa em C de modo a que Im f = v
e f(—1) = —i.

(c) Sendo f a fungdo que determinou na alinea anterior, calcule

I
S (2 +1)

em que 7 = {z € C : |z| = 2015} percorrida uma vez em sentido directo.
Resolucao:

(a) Para que v seja a parte imagindria de uma fun¢do holomorfa em R? terd que ser
harménica em R?. Assim, e j& que a funcdo v é diferencidvel em R? (para qualquer
valor de «), tem-se que

v v

—+t+-5=0 & = =+1

0x? + 0y? “

(b) Para determinar f hd que determinar a fungdo harménica conjugada de v. Usando
as equagdes de Cauchy-Riemann

ou Ov
—_— = — fry —2
o oy = u(z,y) zy + c(y)



(1.0 val)

Qu_ v = cly)=—-2y+c
oy ox
donde
Ref=u(z,y) = 22y —2y+c, ceR.
Para que f(—1) = —i tem que se verificar que v(—1,0) = —1 (o que se verifica) e
que u(—1,0) = 0 o que se verifica se ¢ = 0. Assim
f(z) = f(z +iy) = =22y — 2y +i(2® — y* + 21)
(c) Dado que
e - é uma curva de Jordan percorrida uma vez em sentido directo,
e g(z) = e/(*) é uma funcdo inteira (pela alinea anterior),
e —1 pertence a regido interior a v
estamos nas condi¢cdes de aplicacdo da Férmula Integral de Cauchy, pelo que

ef(z) . . ot f(—].)

%m dZ = 27Tlg (—1) = 27T1f (—1)6
Y

ou ov

- Qm(%(—w) + a—$(—1,0))e*i —0

1
/ —dz
714—1z

em que 7y é a curva parametrizada por z(f) = V3e? com0< 6 <.

2. Calcule o valor do integral

Resolugao: Seja F'(z) = —ilog(1l +iz), com 0 < arg(l +iz) < 27 (isto é, utilizando o
ramo-0 do logaritmo). Os pontos onde esta fun¢do ndo tem derivada satisfazem Im(1 +
iz) =0 e Re(l+1iz) > 0. Tendo em conta que

l+iz=1+i(r +1iy) = (1 —y) + iz,
entdo:
Im(l1+i2)=0 < 2=0 e Re(1+i2) >0 & 1—-y>0 < y<I1

Assim, F' é analiticaem A = C\ {iy : ¥ < 1}. A curva ~ (a semicircunferéncia |z| = /3,
com Imz > 0) estd contida no dominio de analiticidade de F. Entdo, pelo teorema
fundamental do célculo:

[t = FO@) - FG0)
= —ilog (1-1V3) +ilog (1+iV3)

= —ilog (265”1/3) +ilog (2e”i/3)

e .
- <1og2+§) +i (1og2_ %)

A7
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2z

3. Considere a fungdo g(z) = definida em C\ {z: 2> +4 =0}

44 22
(1.0 val) (a) Obtenha o desenvolvimento em série de Maclaurin de g e indique o maior conjunto
aberto onde esse desenvolvimento é vilido.
(0.5 val) (b) Sendo n um inteiro positivo calcule g™ (0).
Resolucao:

(a) Usando a série geométrica:

2z z 1

95 =55 =2 1+ ()7

DN ™

i(‘”" ()" =

[\CIEN]

Esta série converge para ¢g(z) para (%)2‘ <l& |z <2

, . —1)"
(b) Pelo resultado da alinea anterior, g(z) = > "2, ax2z", onde as, = 0 € ag,11 = 22%

para qualquer n € Ny. Pelo teorema de Taylor, ¢**)(0) = ak! para para qualquer

k € Ny. Assim:
(=1)"k! k=29 1 (71)%14 ki
(k)(O) ) o s k=Zntl ) —F%— se kimpar
g = =
0 se k=2n 0 se k par

4. Considere a funcao h definida no seu dominio por

3z) —3 2
h(z):M—i—(z—i)cos( )
2(z—m) z—1
(1.5 val) (a) Determine e classifique as singularidades de h, e calcule os respectivos residuos.

(0.5 val) (b) Calcule

l W) dz,

onde a curva ~y é parametrizada por z(t) =i + e~ /4, com 0 < t < 4.

Resolucao:

(a) A fungdo h tem trés singularidade isoladas:

i. uma é removivel na origem,
ii. uma é um pélo simples no ponto T,
iii. uma é uma singularidade essencial no ponto i.

Os respectivos residous s3o

R_eosh(z) =0, Resh(z)=-3 e Resh(z)=-2.

Z=—Tr



5.

(b)

Pelo teorema de residous

/h(z) dz =n(v,2i) - 2mi- Resh(z) = —2 - 27i- (—2) = 8ri.

z=2i

(a) Sejam g e h fungdes complexas, analiticas num ponto z; e tais que

(b)

g(z0) #0 , h(z0)=0 , h'(20)#0.
9(2)

Mostre que a fungdo f(z) = = tem um pdlo simples em z; e que

h(z)

Q(Zo)
W(z)

“+o00 :EQ
dz .
/_OO x4+ 9

Res(f, z0) =

Calcule o valor do integral

Resolucao:

()

Utilizando o teorema de Taylor, e o facto de h(zy) = 0:

9(z0) + ' (20)(z — 20) + - - -

2 = A 1
e W (z20) (2 = 20) + F52 (2 = 20)2 + -+ Y
b g9+ (z)(z—20)+ - (2)

&= 20 W(z) + F50 (2 = 20) 4 -+

Em consequéncia, lim (z — 29) f(2) 9(z0) € C e é diferente de 0, pelo que 2, é

220 - R (z0)
um pdlo simples de f e Res(f, 29) = %.
Alternativamente, tendo em conta que h(zy) = 0 e k/(29) # 0, pode calcular o limite
anterior da seguinte forma:

: (2= 20)9(2) : : (z — 20) 1
lim (z— — lim 229 _ Jim —2 ), .
Jim (z=20) f(z) = lim =237 = lim g(2)- him 5ov—7 75 = 9(0) 7
.2
Para z € C, considere-se F(z) = Zigg ©Para cada R € R* a curva Cr como
z
sendo a fronteira do semicirculo {z € C : |z| < R, Imz > 0}. Dado que as

singularidades de I sdo v/3e™/*, \/3e3™/4, \/3e5™/4 e \/3eT™/4 (as raizes quartas
de -9), aplicando o Teorema dos Residuos teremos que

2
yg ©—dz =2 (RGS(R V3e™1) + Res(F, \/§e3i”/4)>
c

L2t +9



E facil de verificar que que a fun¢do F'(z) estd nas condi¢ces do enunciado da alinea
anterior ( sendo z, = v/3eF™/4 k =1,3,5,7, g(z) = 22 #0, h(z) =2t +9=0c¢e
h'(z1,) = 4z} # 0 ), podemos concluir que todas as singularidades sdo pdlos simoles
e

. 3/ 2
Res(F, v/3¢™/*) = ij((zll)> B 4<(\/3§eiw/4>)3 = \2/75(1 i)

. V/3eBin/A
Res(F, v3e/t) = hgézj) - 4<<\/3§e3m/4>)3 : g(_l -

§£ i dz:—w\/6
Cr Z4+9 6

Por outro lado Cr = IrUSgr ={z =2 € [-R,R]}U{z = Re" : t € [0,7]}. Pelo

que
2 2 2
% 4Z dz:/ 42 dz+/ 42 dz
cp 2519 w9 sp 25+ 9

6 R 2 2
i:/ 4£E dl’—l—/ 4Z dZ
6 _rT*+9 sp 2°+9

e fazendo o limite de R para infinito

0 2 2
W—\/ézf x dx+hm i
6 o TP+ 9

d‘ ‘ ‘d<
’/S z4+92_/ z4+9|z|_R4—9

Concluimos que

ou seja

Visto

conclui-se que

22 22
lim ‘ / 1 dz‘ <0 = lim

e finalmente

de —
L 9 T T

[ gt






