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1. Para cada α ∈ R, considere a função real v : R2 → R definida por

v(x, y) = x2 − α2y2 + 2αx .

(a) Determine os valores de α para os quais v é a parte imaginária de uma função
holomorfa em C.

(b) Considerando α = 1, determine a função f holomorfa em C de modo a que Im f = v
e f(−1) = −i.

(c) Sendo f a função que determinou na aĺınea anterior, calcule

˛
γ

ef(z)

(z + 1)2
dz

em que γ = {z ∈ C : |z| = 2015} percorrida uma vez em sentido directo.

Resolução:

(a) Para que v seja a parte imaginária de uma função holomorfa em R2 terá que ser
harmónica em R2. Assim, e já que a função v é diferenciável em R2 (para qualquer
valor de α), tem-se que

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0 ⇔ α = ±1

(b) Para determinar f há que determinar a função harmónica conjugada de v. Usando
as equações de Cauchy-Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y
⇒ u(x, y) = −2xy + c(y)



e
∂u

∂y
= −∂v

∂x
⇒ c(y) = −2y + c

donde
Re f = u(x, y) = −2xy − 2y + c , c ∈ R .

Para que f(−1) = −i tem que se verificar que v(−1, 0) = −1 (o que se verifica) e
que u(−1, 0) = 0 o que se verifica se c = 0. Assim

f(z) = f(x+ iy) = −2xy − 2y + i(x2 − y2 + 2x)

(c) Dado que

• γ é uma curva de Jordan percorrida uma vez em sentido directo,

• g(z) = ef(z) é uma função inteira (pela aĺınea anterior),

• −1 pertence à região interior a γ

estamos nas condições de aplicação da Fórmula Integral de Cauchy, pelo que˛
γ

ef(z)

(z + 1)2
dz = 2πig′(−1) = 2πif ′(−1)ef(−1)

= 2πi
(∂u
∂x

(−1, 0) + ∂v

∂x
(−1, 0)

)
e−i = 0

2. Calcule o valor do integral(1.0 val) ˆ
γ

1

1 + iz
dz

em que γ é a curva parametrizada por z(θ) =
√
3 eiθ com 0 ≤ θ ≤ π.

Resolução: Seja F (z) = −i log(1 + iz), com 0 ≤ arg(1 + iz) < 2π (isto é, utilizando o
ramo-0 do logaritmo). Os pontos onde esta função não tem derivada satisfazem Im(1 +
iz) = 0 e Re(1 + iz) ≥ 0. Tendo em conta que

1 + iz = 1 + i(x+ iy) = (1− y) + ix,

então:

Im(1 + iz) = 0 ⇔ x = 0 e Re(1 + iz) ≥ 0 ⇔ 1− y ≥ 0 ⇔ y ≤ 1

Assim, F é anaĺıtica em A = C \ {iy : y ≤ 1}. A curva γ (a semicircunferência |z| =
√
3,

com Im z > 0) está contida no doḿınio de analiticidade de F . Então, pelo teorema
fundamental do cálculo:ˆ

γ

1

1 + iz
dz = F

(
γ(π)

)
− F

(
γ(0)

)
= −i log

(
1− i
√
3
)
+ i log

(
1 + i
√
3
)

= −i log
(
2e5πi/3

)
+ i log

(
2eπi/3

)
= −i

(
log 2 +

5πi

3

)
+ i

(
log 2− πi

3

)
=

4π

3



3. Considere a função g(z) =
2z

4 + z2
definida em C \ {z : z2 + 4 = 0}.

(a) Obtenha o desenvolvimento em série de Maclaurin de g e indique o maior conjunto(1.0 val)
aberto onde esse desenvolvimento é válido.

(b) Sendo n um inteiro positivo calcule g(n)(0).(0.5 val)

Resolução:

(a) Usando a série geométrica:

g(z) =
2z

4 + z2
=
z

2

1

1 +
(
z
2

)2 =
z

2

∞∑
n=0

(−1)n
(z
2

)2n
=
∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

22n+1
.

Esta série converge para g(z) para
∣∣∣( z2)2∣∣∣ < 1⇔ |z| < 2.

(b) Pelo resultado da aĺınea anterior, g(z) =
∑∞

k=0 akz
k, onde a2n = 0 e a2n+1 =

(−1)n
22n+1 ,

para qualquer n ∈ N0. Pelo teorema de Taylor, g(k)(0) = akk! para para qualquer
k ∈ N0. Assim:

g(k)(0) =


(−1)nk!
22n+1 se k = 2n+ 1

0 se k = 2n
=


(−1)

k−1
2 k!

2k
se k ı́mpar

0 se k par

4. Considere a função h definida no seu doḿınio por

h(z) =
sen(3z)− 3z

z(z − π)
+ (z − i) cos

( 2

z − i

)
.

(a) Determine e classifique as singularidades de h, e calcule os respectivos reśıduos.(1.5 val)

(b) Calcule(0.5 val) ˆ
γ

h(z) dz,

onde a curva γ é parametrizada por z(t) = i+ e−it/4, com 0 ≤ t ≤ 4π.

Resolução:

(a) A função h tem três singularidade isoladas:

i. uma é remov́ıvel na origem,

ii. uma é um pólo simples no ponto π,

iii. uma é uma singularidade essencial no ponto i.

Os respectivos reśıdous são

Res
z=0

h(z) = 0, Res
z=−π

h(z) = −3 e Res
z=i

h(z) = −2.



(b) Pelo teorema de reśıdous

ˆ
γ

h(z) dz = n(γ, 2i) · 2πi · Res
z=2i

h(z) = −2 · 2πi · (−2) = 8πi.

5. (a) Sejam g e h funções complexas, anaĺıticas num ponto z0 e tais que

g(z0) 6= 0 , h(z0) = 0 , h′(z0) 6= 0 .

Mostre que a função f(z) =
g(z)

h(z)
tem um pólo simples em z0 e que

Res(f, z0) =
g(z0)

h′(z0)
.

(b) Calcule o valor do integral ˆ +∞

−∞

x2

x4 + 9
dx .

Resolução:

(a) Utilizando o teorema de Taylor, e o facto de h(z0) = 0:

f(z) =
g(z0) + g′(z0)(z − z0) + · · ·

h′(z0)(z − z0) + h′′(z0)
2

(z − z0)2 + · · ·
(1)

=
1

z − z0
g(z0) + g′(z0)(z − z0) + · · ·
h′(z0) +

h′′(z0)
2

(z − z0) + · · ·
(2)

Em consequência, lim
z→z0

(z − z0)f(z) =
g(z0)

h′(z0)
∈ C e é diferente de 0, pelo que z0 é

um pólo simples de f e Res(f, z0) =
g(z0)
h′(z0)

.

Alternativamente, tendo em conta que h(z0) = 0 e h′(z0) 6= 0, pode calcular o limite
anterior da seguinte forma:

lim
z→z0

(z−z0)f(z) = lim
z→z0

(z − z0)g(z)
h(z)

= lim
z→z0

g(z)· lim
z→z0

(z − z0)
h(z)− h(z0)

= g(z0)·
1

h′(z0)
.

(b) Para z ∈ C, considere-se F (z) =
z2

z4 + 9
e para cada R ∈ R+ a curva CR como

sendo a fronteira do semićırculo {z ∈ C : |z| ≤ R , Imz ≥ 0}. Dado que as
singularidades de F são

√
3eiπ/4,

√
3e3iπ/4,

√
3e5iπ/4 e

√
3e7iπ/4 (as ráızes quartas

de -9), aplicando o Teorema dos Reśıduos teremos que

˛
CR

z2

z4 + 9
dz = 2πi

(
Res(F,

√
3eiπ/4) + Res(F,

√
3e3iπ/4)

)



É fácil de verificar que que a função F (z) está nas condições do enunciado da aĺınea
anterior ( sendo zk =

√
3ekiπ/4, k = 1, 3, 5, 7, g(zk) = z2k 6= 0, h(zk) = z4k +9 = 0 e

h′(zk) = 4z3k 6= 0 ), podemos concluir que todas as singularidades são pólos simoles
e

Res(F,
√
3eiπ/4) =

g(z1)

h′(z1)
=

(√
3eiπ/4

)2
4
(√

3eiπ/4
)3 =

√
6

24
(1− i)

e

Res(F,
√
3e3iπ/4) =

g(z3
h′(z3)

=

(√
3e3iπ/4

)2
4
(√

3e3iπ/4
)3 =

√
6

24
(−1− i)

Concluimos que ˛
CR

z2

z4 + 9
dz =

π
√
6

6

Por outro lado CR = IR ∪SR = {z = x ∈ [−R,R]} ∪ {z = Reit : t ∈ [0, π]}. Pelo
que ˛

CR

z2

z4 + 9
dz =

ˆ
IR

z2

z4 + 9
dz +

ˆ
SR

z2

z4 + 9
dz

ou seja
π
√
6

6
=

ˆ R

−R

x2

x4 + 9
dx+

ˆ
SR

z2

z4 + 9
dz

e fazendo o limite de R para infinito

π
√
6

6
=

ˆ ∞
−∞

x2

x4 + 9
dx+ lim

R→∞

ˆ
SR

z2

z4 + 9
dz

Visto ∣∣∣ˆ
SR

z2

z4 + 9
dz
∣∣∣ ≤ ˆ

SR

∣∣∣ z2

z4 + 9

∣∣∣ |dz| ≤ πR3

R4 − 9

conclui-se que

lim
R→∞

∣∣∣ˆ
SR

z2

z4 + 9
dz
∣∣∣ ≤ 0 ⇒ lim

R→∞

ˆ
SR

z2

z4 + 9
dz = 0

e finalmente ˆ ∞
−∞

x2

x4 + 9
dx =

π
√
6

6
.




