Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccao de Algebra e Andlise

ANALISE MATEMATICA IV
FICHA 7 — TRANSFORMADA DE LAPLACE

Nos seguintes problemas, procuram-se solugdes continuas que satisfacam a equacdo diferen-
cial em todos os pontos nos quais o termo independente é continuo.

(1) Determine a solugdo (para t > 0) do problema de valor inicial
y' =3y +2y=f(t), y(0)=0, y'(0)=0

onde f(t) é definida pela expressdo
1 se0<t<«1

ft)=<2 1 se2<t<3
0 caso contrario.

(2) Determine a solugdo (para t > 0) do problema de valor inicial
y' +y +y=f(t), y0)=2,y(0)=1

onde f(t) é definida pela expressdo

1 se0<t<m
f(t)_{2 set > .

(3) Determine a solugdo (para t > 0) do problema de valor inicial:
y'+y=f(), y0)=0 y(0)=0

onde f(t) é definida pela expressdo
2 se0<t<l1

f(t):{O set > 1.
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Respostas sumarias (omitindo algumas justificacGes):

(1) Em termos da fungio de Heaviside, f(t) escreve-se f(t) = Ho(t) — H1(t) + Ha(t) — H3(t).
Portanto a transformada de Laplace de f(t) é

1 e—*S 6—25 6—33
F(s)=-— + —
S S S S

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equa¢do obtém-se

(s2 —3s+2)Y(s) = F(s)

1
<~ Y = 1 s —2s _ _—3s
@ = nep - T e
111 11
<—> Y = =--=—= — . 1—e 3 —2s 3s
(&) (2 s—1 ' 2 s—2>( e e ™)

1 1 1 1 1 1 1
L= —et+ ey =22 — + -
{2 2 2

conclui-se que
1

1 1 1
yt) = (5 —e' + 582t> — Hq(t) <5 -t 4 iez(t_l)>

1 1 1 1
+H2(t) <5 _ et72 + 562(7&72)) _ Hd(t) <5 _ et73 + 562(7573)) .

(2) Em termos da fungdo de Heaviside, f(t) escreve-se f(t) = Ho(t) + Hr(t). Portanto apli-
cando a transformada de Laplace a equagdo obtém-se

—TSs

1
S2Y(S)72871+8Y(S)72+Y(S):7+e
s

S
Donde,
1 1 e~ TS
Y = —— 2 3+ -
0 = ey (S
252 +3s+1 1 s
= e
s(s2+s+1) s(s2+s+1)
1 s+2 1 1+s Crs
- s+52+s+1+<s 32+s+1>6
1 3 1 1
_ 1 st3 3 +<1_ 3 . s5t3 )e—'/rs
- 1\2 , 3 1\2 | 3 1\2 | 3 1\2 |, 3 '
S (s+g)+1 (+3)7 47 \F (s+3)+1 (s+3)+3

Conclui-se que a solugdo do PVI é

y(t) =1+ (Cos (?t) ++/3sin <\£§t>> o bt

1 . (V3 _l(_n V3 S D
+<1—\/§sm<2(t—ﬂ')>e 2 ( )—COS<2(t—7T)>8 3 )> Hr(t).

(3) Em termos da funcdo de Heaviside,
)= Q= Hi($)t* = > = Hi(t)((t = 1)* +2(t — 1) + 1),

portanto aplicando a transformada de Laplace, obtém-se

2 2 2 1
(s2+1)Y(s) - e’ (—3+—2+7>
s s s s

L% <2+2 1+5—2) s

- =+=-- e °.
s2+1 3 82 s 8241
Logo a solugdo é

y(t) =t — 24 2cost — (t2 — 2+ cos(t — 1) — 2sin(t — 1)) Hy(t).

2
= Y(s)=5 -
s
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