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ANALISE MATEMATICA IV

FICHA 4 — EQUACOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM ESCALARES E
FORMAS CANONICAS DE JORDAN

(1) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial:
te' +t

V=577 » w0)=

7T
2+ siny 2

Resolucdao: Uma vez que 2 + siny nunca se anula a equagio € equivalente a equacio
separavel

(2 +siny)y = te' +¢
Integrando de 0 a t obtém-se
1
2y — cosy — 2y(0) + cos y(0) = te' — e’ + §t2 —(0—-1+40)
ou seja
¢, ot Lo
2y —cosy —te +e —525 =m+1

Uma vez que 2 +siny(0) = 2+sin § = 3 # 0, o teorema da funcdo implicita garante que
esta equagdo define implicitamente y em fungdo de t numa vizinhanga de ty = 0. ]

(2) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:
(te" —2y)y = —ye” =1 , y(0)=1
Resolucao: A equacdo pode escrever-se na forma
M(t,y) + N(t,y)y =0
onde M(t,y) = yel¥ +1 e N(t,y) = te!¥ — 2y. Tem-se

oM, ‘
— — e tyety = —
ay e =
portanto a equacdo diferencial € exacta. Um potencial ¢(t,y) para (M,N) é uma solucdo

do sistema

= tet¥ — 2y o(t,y) = e —y* + B(t)

Uma solucdo é ¢(t,y) = e +t —y?. Conclui-se que a solucdo do problema de valor inicial
verifica a equagcdo

99 _ ety 11 _ Lty
{855 ye +1 { o(t,y) =€V +t+ A(y)
oy

e+t —y®=¢(0,1) =0

Uma vez que

(% (e +t—y?)

— ty .
(t,y)=(0,1) a (te ’ Qy) ‘(t,y):(o,n =-2#0

o teorema da fung¢do implicita garante que esta equagao define implicitamente y como uma
funcdo de t numa vizinhanca de ty = 0. ]
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(3) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:

ty

t P2 =9 1)=0
arctany + e + 5o 3 . y(1)

Resolucdo: Sejam M(t,y) = arctany + e'” e N(t,y) = 2+2y . Tem-se

oM y
dy 1+ y2 2+ 2y ~ ot
logo a equacdo ndo € exacta.
Para que exista um factor de integragdo p = u(t) € necessdrio que a seguinte equacdo
tenha solugdo:

g (M(t)(arctany +€t2)> - % ( tlu(t)Q)

oy 2+2y
H—— = u(t) /() —
FOT e = Mo TH WS )
¢ 1
'(t = plt)—/——

HOE = i)

Assim pode-se tomar u(t) = t para factor de integracdo quando t # 0. Multiplicando a
equacdo por t obtém-se a seguinte equacdo exacta, que € equivalente a inicial para t # 0:
2

.
2+ 242 Y

Um potencial para esta equacdo € uma solugio do sistema

{ 99 — tarctany + tet” { o(t,y) = & arctany + %et2 + A(y)

tarctany + tet” +

0 t2
b v o(t,y) = & arctany + B(t)

Assim uma solucdo é dada por
t2 1
t,y) = — arct —¢t
(t,y) = - arctany + ge
Como ¢(1,0) = %e, a solucdo do problema de valor inicial verifica

12 1, 1

— arctan —el" = Ze
2 vty 2
e — et2
<= arctany = %

e — €t2
< y(t) = tan T

O intervalo de definicdo € o maior subintervalo do conjunto

2
6—€t ™

- < —

t2 2 }
que contém t = 1. Este intervalo ndo se consegue achar explicitamente uma vez que nio
se consegue resolver analiticamente as equagoes

D:{teR\{O}:—g<

€—6t2 —:|:7T
2 T2
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(4) Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:

y—2e Y =2tV

Resolucao: Esta equacio € separavel:
y—2eY = 27V
ey = 2t+2
e = t?4+2+C comC €R
y(t) = In(t? +2t+0C) com C € R
O intervalo de definicdo de uma solucdo é um intervalo maximal contido em

{teR:¢*+2t+C >0}

Uma vez que

—2+/4-4C
P+2a+C=0 = t=—7—— <= t=-1&V1-C

conclui-se que para que uma solucdo tenha dominio n3o vazio, tem que ser C' < 1 e nesse
caso, os intervalos maximos de definicdo das solugbes sdo

]—00,-1=V1-C[ ou ]—-1++V1-C, 4]

(5) Mostre que o problema de valor inicial

. 1
y=y3 , y(0)=0
tem infinitas solucdes. Porque é que isto ndo contradiz o teorema de Picard?

Resolucao: Comecamos por observar que o problema de valor inicial tem a solucdo
constante y(t) = 0. Para y # 0 a equacdo € equivalente a

y sy =1
3 2 2
= §<y3—y03>—t—t0
2 2
= ys =gt —to) +yg
N
2 2 3
2 2\? 2 2
= 0= (a-wru)  pae S0ty 20
2 2\ 3 3 2
— yt)==+ <§(t—t0)+y5’> parat2t0—§y5’

Uma vez que
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tem-se

2
e portanto estas solugcbes podem prolongar-se ao instante t =ty — %yé” como fungdes de
classe C'. Em particular, para yo = 0 tem-se “solucbes” (as aspas referem-se ao facto de
ndo estarem definidas num intervalo aberto)

2

y(t) = + (5@_750))3 para t >t

que se podem “colar” a solugdo constante igual a 0 para obter solucbes da equacio definidas
parat € R:

2 3
y(t) :{ +1/(3(t —to))” parat >t
0 set <ty

Sety > 0 estas funcdes sio solucdes do problema de valor inicial do enunciado®. Conclui-se
que o problema de valor inicial tem infinitas solucdes.

. . ~ o

Isto ndo contradiz o teorema de Picard porque a funcdo f(t,y) = y3 ndo € localmente
Lipschitziana em nenhuma vizinhanca U de um ponto (ty,0). Se f fosse localmente
Lipschitziana existiria C' tal que

|f(t,y) — f(t,0)]
ly — 0

< C para (t,y) €U
Mas em qualquer tal vizinhanca

1
v 0]
ly — 0]

:+Oo

sup = sup ‘yfg

(6) Esboce o campo de direccdes e trace os respectivos tipos de soluco para as seguintes
equacoes diferenciais:

(a) v = siny
(b) ¥ = ﬁ

Sugestdo: Na alinea b), comece por achar as solu¢des da equagio
da forma y(t) = ct onde ¢ é um ndmero real.

Resolucao:
(a) Para cada ¢ € R, o conjunto dos pontos (t,y) € R? onde o grafico da solucdo y(t)
tem declive % = ¢, € determinado pela equacao

siny =c .

IN&o ¢ diffcil provar que estas sao todas as solugoes.
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Portanto os declives possiveis tém que estar no intervalo [—1, 1] e o campo de direccées
€ invariante mediante translacbes de 2w na direccdo do eixo dos yy.

Casos especiais:

c=-1 siny = —1 <= y=—5 + 2km

c:—% siny——%<:>y:—%+2k7rouy:%”+2k7r
c:% y:%—|—2k:7rouy:‘%r—|—2k7r

c=0 y=km

c=1 y=75+2kn

Esbo¢co do campo de direccoes:

A A A A A A A A s
DN NN N N NN N N NN
A A A A A A A s
R e
DN NN N N NN N N NN

Tracado dos tipos de solucio:

P
~— ]~
/ —
S

(b) Para cada ¢ € R, o conjunto dos pontos (t,y) € R? onde o grafico da solucdo y(t)
tem declive % = ¢, € determinado pela equagdo

y+2t

=c
y—3t

e a equagdo ndo estd definida para y = 3t. Note-se no entanto que quando uma
solucdo da equagcdo tende para um ponto sobre esta recta o declive do seu grafico
tende para infinito. Podemos portanto pensar nestes pontos como aqueles em que a



AMIV - FICHA RESOLVIDA 4

recta tangente as solugdes € vertical. Em geral, tem-se
y+2t
T .
y—3t
= y+2t=cy—3ct
— (1—-cy=—38c+2)t
Portanto os conjuntos de pontos onde o declive das solucbes € constante igual a c
sdo rectas que passam pela origem.

E natural ver se algumas destas rectas sdo solugbes (cf. sugestdo). Parac # 3, y = ct
€ uma solugdo da equagdo sse

ct + 2t
=c
ct — 3t
— c+2=c*-3c
— A —4c-2=0
—= ¢=2+V6
Casos especiais:
c=1 t=20
c=0 y=—2t

Esboco do campo de direccdes:
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Tragado dos tipos de solugdo:

(7) Para cada uma das seguintes matrizes A ache uma forma canénica de Jordan J e
uma matriz de mudanca de base S tal que A = SJS™ L.

(a)A:' 3 0}

| -2 2
e
2 2
(b) A=
15
L72 2
3 1
(C)A__—Q 2}
[0 0 0
(dA=|0 0 —1
(01 0
[0 -1 0
(e A= -1 0 -1
| 01 0
Resolucao:
(a) Os valores préprios de A sdo
'3__;\ 2_2'20@ B=XN2-N)=0<+= A=3o0ur=2

portanto a matriz € diagonalizavel e tem-se

2 0|
=15 3]

Os vectores préprios para A = 2 sdo os que verificam

ERIDROE
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portanto uma base dos vectores préprios € constituida por

o4

Os vectores préprios para A\ = 3 sdo os que verificam

(4 8]z [3] = o>

portanto uma base dos vectores préprios € constituida por, por exemplo,

J— 1-
Vo = _2_
A matriz de mudanga de base é
0 1
=1 2]
Os valores préprios de A sdo
3 1
3\ 1
2 2 | =0
-4 3-3
3 5 1
= (5_)‘)(5_)‘)+1_0
— M-_4\+4=0
— (A-22=0
= =2

Como ndo pode haver dois vectores proprios linearmente independentes (nesse caso
0 espago proprio seria todo o R? e portanto A teria de ser igual a 2I o que ndo é o

caso) conclui-se que
2 1
=[5 5]

Um vector préprio associado a A = 2 é uma solucdo da equacdo

<— a=25b

portanto uma base dos vectores proprios € constituida por, por exemplo,

1]

Um vector proprio generalizado associado ao vector préprio vi € uma solucdo da
equagao

(A—12I)1v2:v1
= [ ilr)-1

Pode-se tomar, por exemplo, a = —1 e b =1, isto é

o-[1]
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s

Conclui-se que uma matriz de mudanca de base S tal que A= SJS™! é
1 -1
=111
Os valores préprios de A sdo
3—-A 1
-2 2-A
— (B=-N2-XN+2=0
— MN_50+8=0
54147
2
portanto a matriz € diagonalizavel e tem-se

54iV7 0
J = 2
0 57i\ﬁ
2

—o

A=

Os vectores proprios para \ = 5+;ﬁ sdo os que verificam
LT al T0 y_ [ ZLHiVT
ECRNEEEY 4 R = = 2 a

5417
2

portanto uma base dos vectores proprios para A = € constituida por

1
V1= 147
2

Como A € uma matriz real, os vectores préprios para A = 5_5/? L sdo os conjugados
dos vectores préprios para A = 5+Tﬁ’ portanto uma base dos vectores proprios é

constituida por

1
V2= | 1T
2

A matriz de mudanca de base é

1 1
S=| 1T _14iV7T
2 2

Os valores préprios de A sdo as solugcdes de
-2 0 0
0 =2 1]=0
0 1 =\

— -M-)1=0
— M\+1)=0
— A=0oul==i

Portanto a matriz € diagonalizavel e pode-se tomar

00 O
J=10 47 0
0 0 —i
Claramente,
1
v = 0
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€ um vector préprio de A = 0. Os vectores préprios de A = i sdo os que verificam

— 0 0 a 0
0 - -1 b 1 =10
0 1 —1 c 0
—ta=20

<= —ib—c=0
b—ic=0

<— a=0ec=—1b

portanto uma base dos vectores proprios para A =i € dada por

Vo = 1
—1

Como A é uma matriz real os vectores préprios associados a —i sdo os conjugados
dos vectores préprios de A = i. Uma base é dada por

0
v3 = 1
i

Portanto uma matriz de mudanga de base € dada por

1 00
S=10 11
0 —v 1

(e) Os valores préprios de A sio as solucées de

-2 -1 0

-1 —Xx —-1|=0

0 1 =X
= “N+A-A1=0
<~ =0

Os vectores préprios de A = 0 sdo os que satisfazem a equacdo

0 -1 0 a 0

-1 0 -1 bl=10

0 1 0 c 0
< b=0

—a—c=20

A dimensdo do espaco préprio de 0 € 1 portanto ha um dnico bloco de Jordan. Assim

J:

o OO
S O =
S = O

Uma base dos vectores préprios associados a A\ =0 é

v = 0
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A segunda coluna da matriz S obtém-se resolvendo a equacdo

(A — 07 )1)2 = U1
0 -1 0 a 1
= -1 0 -1 b |=10
0 1 0 c -1
Pode-se tomar
0
Vo = -1
0
A terceira coluna da matriz S obtém-se resolvendo a equagio
(A - OI)’Ug = V2
0 -1 0 a 0
= -1 0 -1 b | =1 —1
0 1 0 c 0
Pode-se tomar
1
V3 = 0
0
Portanto uma matriz de mudanga de base € dada por
1 01
S = 0 -1 0
-1 0 0

11



