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ANALISE MATEMATICA IV
FICHA SUPLEMENTAR 2
LOGARITMOS E INTEGRACAO DE FUNCOES COMPLEXAS

Logaritmos

Para cada um dos seguintes conjuntos Z C C, esboce o conjunto
W={weC:e"eZ}

dos seus logaritmos.

@) Z={z€C:|z]| >e};

(b) Z = {z € C: Re(z) > 0};

() Z={2€eC:L<z|<e? —Z <argz <m}

Definicao de Integral

Calcule pela defini¢do o integral de f(z) = z — 1 ao longo da curva de z = 0 para
z = 2 que consiste em:

(a) semicircunferéncia parametrizada por z = 1 + el <6 <2

(b) segmento real parametrizado por z =z, 0 < z < 2.

Explique porque é que as respostas a (a) e (b) tém que ser iguais.

Calcule pela definicdo o integral de f(z) = me™ ao longo da fronteira do quadrado
com vértices nos pontos 0, 1,1 + ¢ e ¢, percorrida uma vez no sentido positivo.

Férmulas Integrais e Teorema de Cauchy

dz
B ——)
[y (Z _ ZO)nJrl )

para qualquer inteiro positivo, n, e para qualquer curva fechada simples, v, envol-
vendo zy uma vez no sentido positivo.

Mostre que

Resolucao: Pela férmula integral de Cauchy,

/ f2)dz  2mi
8

2% £(n)
(z —20)"t1  nl F (=)

para qualquer inteiro positivo, n, para qualquer curva fechada simples, v, envolvendo z
uma vez no sentido positivo, com f uma fungdo analitica numa regido simplesmente conexa
contendo . Quando f(z) =1, Vz € C, tem-se f("(2) =0,Vz € C, ¥n =1,2,..., e

obtém-se
/ dz _ 0
; (z — z9)" 1 - Y-

1
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(5) Calcule os seguintes integrais complexos sobre a circunferéncia de raio 1 centrada na
origem e percorrida uma vez no sentido positivo.

(a)
62
j{—dz paran=1,2,3,...
Z’Vl

]46z12dz.

(6) Seja v a circunferéncia de raio 2 centrada na origem percorrida uma vez no sentido
positivo. Calcule os seguintes integrais:

(a)
[{cos(esmz) dz ;

/ ¢ -dz ;
722—#2

(b)

(b)

()
(d)

Resolucao:
(a) A fungdo cos(e®™?) € analitica em C. Pelo teorema de Cauchy,

/cos(esmz) dz=0.
-

z

(b) A funcdo & ¢é analitica em C. Pela férmula integral de Cauchy,

£ e? i
/ 2 7 dz:27ri5 = Tie 2
v 2 + 2 z:—%
(c) A funcio (i}% é analitica, por exemplo, num disco de raio 4 centrado na origem o
qual contém ~y. Pelo teorema de Cauchy,

esinz
= dz=
L (z + 5i)? :

(d) A fungdo cos z € analitica em C. Pela férmula integral de Cauchy,

2mi d®
/Coszdz:m(cosz)
v

(z —1)? 8! dz8 -
Como % COS z = COs z, tem-se
d® _ et
@(cos 2) T cosi = 5
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/ CoS 2 d e N 1
P =" (e4+ =
5 (2 —1)? 8! e

(7) Calcule os seguintes integrais complexos sobre a circunferéncia de raio 2 centrada na
origem e percorrida uma vez no sentido positivo.

()

Logo,

O

——dz paran=1,2,3,...

(b)

Séries de Laurent

(8) Mostre que o desenvolvimento em série de Laurent
6—Z=1+1+i+z—2+z—3+...
z oz 2031 4l
é vélido para 0 < |z] < +o0.
Resolugcado: Para qualquer z € C, vale o seguinte desenvolvimento
2 .3

z
z _
ee=14+2z+ 9 + 3] +... .
Logo, para qualquer z # 0, é valido o seguinte desenvolvimento
z o 1 2 3

_ 1 z 22 23
= stl+5+5+5+.- .
Este tem que ser o desenvolvimento em série de Laurent em torno de 0 valido para 0 <

|z| < 400, porque o desenvolvimento de qualquer funcdo analitica em poténcias (positivas
ou negativas) de (z — zg) valido numa determinada coroa circular é tnico. 0

Comentario: O termo vilido significa que o desenvolvimento € convergente e converge
para a funcdo em causa. &

(9) Determine os desenvolvimentos em série de Laurent da fungdo

em torno dos seguintes pontos:  (a) zp=0 e (b) 2 =1.
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Resolucao:
(a) Para |z| < 1, tem-se

> 1 oo o0
2_1:—2-1_22—222k Z_Zk7

k=0 k=1

onde se usou a soma da série geométrica de razdo z com |z| < 1. Este desenvolvi-
mento vale para qualquer z com |z| < 1, pelo que € necessariamente a série de Taylor
em torno de 0, a qual neste caso é também a série de Laurent.

Para |z| > 1, tem-se

onde se usou a soma da série geométrica de razao % com \%| < 1. Este desenvolvi-

mento vale para qualquer z com |z| > 1, pelo que € a série de Laurent em torno de
0 para a coroa 1 < |z| < oc.
(b) Para z # 1, tem-se
z 1
z—1 z-1
Este desenvolvimento vale na coroa 0 < |z — 1| < 0o, pelo que é necessariamente a
série de Laurent em torno de 1 nessa coroa.

+1.

O

Comentario:  Para qualquer fungdo analitica f, existe um tnico desenvolvimento em
poténcias (positivas ou negativas) de z—zy valido em cada coroa circular, 11 < |z—zo| < 72,
contida do dominio de f. &

Singularidades, Residuos, Etc.

(10) Seja f a fun¢3o definida por

e’ )
f(z) = T +sinz .

(a) Determine o dominio de f, indique os pontos onde a fun¢do é analitica e clas-
sifique as suas singularidades.

(b) Calcule os residuos de f nessas singularidades.

(c) Calcule o integral de f ao longo da circunferéncia de raio 3 centrada na origem
percorrida uma vez no sentido positivo.

(d) Determine os valores possiveis para o integral de f sobre curvas fechadas simples
contidas no dominio de f.

(e) Determine o raio de convergéncia do desenvolvimento de f em série de poténcias
de 2z — 7, sem calcular os coeficientes desse desenvolvimento.

Resolucao:
(a) A fungdo f estd definida e € analitica sempre que o denominador ndo se anular, ou
seja sempre que z # 0 e z # 2. Assim, o dominio de f é C\ {0, 2}.
A singularidade z = 0 é um pdlo duplo porque o limite

m (21(:)] = lim

li
z—0

e? 42 1
z°sinz | = —=
2 2

z —

existe e njo € zero.
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A singularidade z = 2 é um pdlo simples porque o limite

z 2
lim [(z — 2)f(2)] = lim < +(z—2) sinz> -
z—2 z—2 4

existe e njo € zero.

Resof = lim & [zQ (#12) + sin z)}

250 dz

[

= lin%) (%—F%sinz—kfcosz) = —
z—

Resof = lim [(z -2) (#Z_Z) + sinz)}

z—2

. z . 2
= lg(zﬁ+(z—2)s1nz) = .

Comentario: O limite envolvido no cdlculo do residuo sé coincide com o limite usado
no cdlculo para a determinacdo do tipo de singularidade no caso de pdlos simples.
Para outras singularidades os limites sdo diferentes, como se nota aqui no caso de

z=0. &

A circunferéncia de raio 3 centrada na origem envolve as singularidades 0 e 2. Pelo
teorema dos residuos,

fv (#2_2) + sin z) dz = 2mi(Resof + Resaf)

2 .
= Tﬂ'l .

Para efeitos do integral de f, hd quatro tipos de curvas fechadas simples contidas no
dominio de f e percorridas no sentido positivo:
(i) curvas que ndo envolvem qualquer das singularidades,
(ii) curvas que envolvem z = 0, mas ndo envolvem z = 2,
(iii) curvas que envolvem z = 2 mas ndo envolvem z =0, e
(iv) curvas que envolvem ambas as singularidades z =0 e z = 2.
Pelo teorema dos residuos (ou teorema de Cauchy e férmula integral de Cauchy), os
integrais ao longo dessa curvas s3o:
(i) 0,
(i) 2miResof = — 3,
(i) 2mi Resof = €77, e
(iv) 2mi (Resof + Resof) = €53mi.
As curvas dos tipos semelhantes mas percorridas no sentido oposto dio valores
simétricos para o integral. Logo, hd os seguintes sete valores possiveis para o in-
tegral de f sobre curvas fechadas simples contidas no dominio de f:
3 3 . e2mi eri 2 -3 . 3 —e2

0, —=mi, =7, , — , T, T .
2 2 2 2 2 2

Comentario:  Se as curvas ndo forem simples, i.e., puderem intersectar-se a si
proprias, entdo o integral pode assumir valores que sejam combinagbes com coefici-
entes inteiros dos sete nidmeros acima. Por exemplo, sobre uma curva que envolva
z = 2 com dez voltas no sentido positivo e que ndo envolva z = 0, o integral serd
igual a 5e?mi. o

O teorema da série de Taylor garante que a série de Taylor de f em torno dei converge
em qualquer disco centrado em i onde f seja analitica; o maior disco (aberto) nestas
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condigbes tem raio 1. Logo, o raio de convergéncia desta série de Taylor é pelo menos
1.

Sobre a circunferéncia de raio 1 centrada em i existe um ponto singular, z = 0, onde
o limite de f € infinito, mesmo quando se toma o limite com |z| < 1. Como a série
de Taylor de f coincide com f no disco |z| < 1, conclui-se que a série de Taylor de
f diverge em z = 0.

Portanto, 1 é o raio do maior disco (aberto) onde a série de Taylor de f em torno de
1 converge, ou seja, 1 € o raio de convergéncia da série de Taylor de f em torno de i.
Comentario: Este tipo de argumento vale quando a(s) singularidade(s) mais proximal(s)
do centro da série sdo pdlos ou singularidades essenciais. Se z = 0 fosse uma sin-
gularidade removivel, a série ja poderia convergir para raios maiores mesmo que n3o
convergisse para os valores da funcdo. Por exemplo a série de Taylor da funcio

e, |z <1

em torno da origem é a série usual da exponencial, tem raio de convergéncia +oc0,
mas so coincide com a fungdo para |z| < 1. &

O

(11) Seja f a fungdo complexa definida por

1 e
@O =comti =2

(a) Determine e classifique as singularidades de f.

(b) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent valido na coroa 0 <
|z —1] < 1.

(c) Utilize o teorema dos residuos para calcular o integral de f ao longo da circun-
feréncia de raio 1 centrada em z = % percorrida uma vez no sentido positivo.

(d) Determine o raio de convergéncia do desenvolvimento de f em série de Taylor
em torno de zy = 4, sem calcular os coeficientes desse desenvolvimento.

(12) Considere a seguinte fungdo u : R? — R:
u(@,y) = 2* +y* — 3zy(z +y)

(a) Mostre que u é uma fun¢do harménica.
(b) Determine a fungdo v tal que f = u+ v é analitica (uma tal fun¢do diz-se uma
harménica conjugada de u) e tal que v(0,0) = 0.
(c) Calcule
2
1),

72—1

onde f(z) = u(z,y) +iv(z,y), 2 =x+iyeyéacurva {zeC:|z| =2}
percorrida no sentido positivo.

)

(13) Seja f a fungdo complexa definida por
1 e* !
z—=1)2-2) 2-1"

(a) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent valido na coroa 0 <
|z —1] < 1.

f(z) =
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(b) Utilize o teorema dos residuos para calcular o integral de f ao longo da circun-
feréncia de raio 1 centrada em z = % percorrida uma vez no sentido positivo.

(c) Determine o raio de convergéncia do desenvolvimento de f em série de Taylor
em torno de zo = 2¢, sem calcular os coeficientes desse desenvolvimento.

Aplicacoes ao Calculo de Integrais Reais

(14) Seja g a curva fechada simples dada pela fronteira do semi-circulo,
Dr={z=pe? cC|0<p<R,0<0<n},

de raio R > 1, percorrida no sentido positivo.
(a) Calcule o seguinte integral:

(b) Mostre que

eiz
dz .
LR 2241
Rm

/ eiz J -
z
r, 2241 “R2-17

onde I' é a “sub-curva” de v dada pela semi-circunferéncia

{z=Re®ecC|0<0<7}.

T cos T
5 de = — .
N e

Sugestdo: Alineas (a) e (b).

(c) Prove que

Resolucao: _
(a) Afungdo f(z) = Z%l tem apenas uma singularidade na regido limitada poryr: z = i
€ um pdlo simples porque é um zero simples do denominador de f. Pelo teorema dos

residuos,
12 12
/ C—dz=2miRes;f =2mi —| =_.
e 20t 1 z+il,,; e
(b) Sobre I'p € vdlida a seguinte majoragdo do médulo de f:
eiz ‘eiz| 1
= <
2241 |22+1] — R?-1
porque |e”*| = e ™% < 1 e [224+ 1| > 22| -1 = R? — 1. O comprimento da

semi-circunferéncia I'r € mR. Logo,

ez’z
d
/FR 2241 N

(c) O integral da alinea (a) é constante em R, para R > 1. No limite,

1 Rm
< =
SRR p

o . eiz
= R, Sy 1 2

s
e

: +R cosz+isinz . et
= lim COSTLUSINT o 4 ]im <= dz
R too f—R 241 R—+o0 fFR 2241
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O integral ij T

racdo da alinea (b),

dx € zero porque a integranda é uma funcdo impar. Pela majo-

iz R
/ 26 dz| < lim T
I'r 2%+ 1

0

lim

R—+o0 T Rt RZ -1 -

e, consequentemente,

e’LZ

dz=0.

lim 5
R—+4o00 Iy ? +1

Conclui-se que

+R

T . Cos T T cosx
— = lim ———dr = ———dx .
€ R—otoo)_p z*+1 oo T4+1

(15) Seja f a fun¢3o definida por

22

f(z) = 2441

(a) Utilize o teorema dos residuos para calcular

2
]{ 42 dz
vr Z +1

onde g é a fronteira do semicirculo
Dr={z€C:|z| < R,Im z > 0}

de raio R > 1 percorrida uma vez no sentido positivo.

(b) Mostre que
7{ 22 TR?
1 dz| <
rp, 2+ 1

~ Rt—1
onde I'p é a porcao de i correspondente a semicircunferéncia.
(c) Utilize o resultado das alineas anteriores para calcular

00 .CIZ'2
d
/0 U

z
F&) = a7

(a) Use o teorema dos residuos para calcular o integral

z
S —
f;z4—1022+1 :

onde v é a circunferéncia {z € C : |z| = 1} percorrida uma vez no sentido
positivo.
(b) Aproveite o resultado da alinea anterior para calcular o integral

2w 1
/ Pyl
o 2+sin“6

(16) Considere a fungdo
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Resolucao:
(a) As singularidades da funcdo integranda sdo os zeros do polinémio z* — 1022 + 1:

10 + /100 — 4
4-10241=0 & zQZf

& 22=5+V24

& z=+44\/5+vV24

Destes quatro pontos, os que se encontram no interior do contorno de integracdo

sdo z = /5 — /24 e ambos estes pontos sdo polos simples da funcdo integranda.
Temos

Reszzm flz) = N li;nm<z—\/5—\/ﬂ> f(2)

= lim

z—1/5—v24 (22 —5— \/ﬂ)(z + 9+ \/ﬂ)
1

z

8v6

e analogamente,

1
ResZ:7m f(z) = W

Portanto, pelo teorema dos residuos,

7{ 22 d 27 i
A PO (L
vr 201 46 V24

(b) Temos~y = {e? :0< 6 < 2rn}. Como

0 —if
sinf = 7,6
21
concluimos que definindo
1
g(Z) = 12
2+ (T)
se tem
g(e?) = ——
2 +sin% @

O integral de g sobre a circunferéncia nio é ainda o integral que queremos calcular
porque ao substituir na definicdo de integral, se obtém

2m
%g(z)dz :/ g(e?)ie?do
¥ 0

Mas para eliminar o termo ie'® basta dividir g(z) por iz. Assim, concluimos que

/27r 1 _7{ 1 dz
0 2—|—sin29_ W2+(%)2Z’Z
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Como
1

1
182 o _ 12 1
ZZ(2+<z222>) iz(2 - 7(22 =2+ ))
4z
i(24 — 1022 + 1)

da alinea anterior concluimos que

/2” 1 4 7 2
= — =T —
0 24sin’0 i/24 3

(17) (a) Determine e classifique todas as singularidades de
241
2 = 22 (222 +52+2)

(b) Utilize o teorema dos residuos para calcular

241
f NEY dz ,
4 22 (222 + 52+ 2)
onde v é a curva {z € C: |z| = 1} percorrida no sentido positivo.
(c) Aproveite o resultado da alinea anterior para calcular

2
/ cos(20) "
o H+4cos(h)



