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ANALISE MATEMATICA IV

FICHA SUPLEMENTAR 1
NUMEROS COMPLEXOS E FUNCOES COMPLEXAS

Numeros Complexos

(1) Descreva as regides do plano complexo definidas por
|Z - Z| < C|Z| )

onde ¢ € um numero real nao negativo.

(2) Resolva a equagdo quadratica

224 224+4i—1=0.

Resolucao: Pela férmula resolvente para a equacdo quadratica,

224224i—-1=0 <— z=—i++—i
2

= z:—7+@i ou z

oS
o
[}

OJ

Comentario: A férmula resolvente para a equacdo quadrdtica vale para equacées com
coeficientes complexos. A sua demonstragdo resume-se a:

—b+ Vb2 — 4ac> (z B —b— Vb2 — 4ac>

2
b = —_
az” + 0z +c a(z 5a 5a

onde /- e —\/- representam as duas raizes quadradas de um nidmero complexo. &

(3) Determine todas as solugdes =z € C da equagdo
1— 28
2—4

= (i4+2)>%+
Resolucao: Primeiro simplifica-se o lado direito:
30 — 554

1— 928
L B2 12i484+ 2 g,
2—1 5

As solucbes da equacdo sdo portanto as raizes sextas de 8, ou seja,

=25 com ke{0,1,2,3,4,5) .

(i+2)%+

(4) Resolva a seguinte equagdo

14324322+ 23 = 4/2e'5 (ei% +e777) .
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Diferenciabilidade

(5) (a) Seja T': C — C uma aplicacido linear onde C é considerado espaco vectorial de

dimens3o 2 sobre R. Seja a matriz que representa T relativamente

b
d
a base 1,i de C, ou seja, T'(z + yi) = (ax + by) + (cx + dy)i. Mostre que a
aplicacdo T' é multiplicacdo por um nidmero complexo se e sé se

a=4d e b= —c.

(b) Uma fungdo analitica f : C — C considerada como uma fungdo f : R? — R?
tem por derivada em cada z, uma aplica¢do linear (a sua jacobiana),

Df,, :R* — R? .
A aplicagdo D f,, corresponde a multiplicagdo por um niimero complexo, f'(z).
Qual é esse nlimero em termos das entradas de D f,?
Resolucao:
(a) Suponha-se que T é multiplicacdo por um niimero complexo, a + ci. Entdo
T(x+yi) = (a+ ci)(z +yi) = (ax — cy) + (cx + ay)i .

Relativamente a base 1,i de C, fica

JHEEIHE

ou seja, as entradas da diagonal sdo iguais e as da anti-diagonal sdo simétricas.
Suponha-se, reciprocamente, que, relativamente a base 1,i de C, a aplicacdo linear
T € dada por uma matriz

ou seja,

rly]=1e Tl )= lan]

Entdo T(x+yi) = (ax—cy)+(cx+ay)i = (a+ci)(x+yi), pelo que T é multiplicacdo
pelo nimero complexo a + ci.
(b) Considerando a fungdo complexa de varidvel complexa

f: CcC — C
r+yi — u(x+yi)+iv(z+ yi)
como uma fungdo vectorial real de duas varidveis reais,
f: R? — R?
(z,y) — (u(z,y),v(z,y)),
a sua jacobiana no ponto (xg, o) correspondente a zy = xo + iyy €

%(-7;07?;0) %Z(x()ay())

szo =
5e(z0.90)  Fo (0, %0)
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De acordo com a alinea (a), conclui-se que Df,, se traduz na multiplicacdo pelo
numero complexo

fl

(onde 3% (x0,10) =

—~

ou Ov
20) = %(wo, Yo) + Z%(wo, )

o5}

% (20, 0) € 9%(w0,50) = 52 (%0, v0)).

Q

Equacoes de Cauchy-Riemann

(6) Use as equacgdes de Cauchy-Riemann para decidir sobre a analiticidade das seguintes

fungdes (onde z = z + yi):

(@) f(2) = [2]P2 = 2® + ay® + (2%y + 9°)i;

(b) f(z) =e” v (cos?(zy) — & + i cos(zy) sin(zy)).
(7) Determine o dominio de diferenciabilidade das seguintes fun¢des:

(@) f(z) = €™ —e™™ 4 zyi;
(b) f(2) = =1z — =2t (para z # 0);
onde z = Rez e y = Imz.

Resolucao:
(a) As equagbes de Cauchy-Riemann sdo necessarias para a diferenciabilidade. A fungcdo

" .
flx+iy)=e e txyi
u(z,y) v(z,y)

ndo satisfaz as equacées de Cauchy-Riemann fora da origem porque:

ou _ @ _
g% _ 275 — { ye' +ye W = x
v v Ty —xy
—fu = o e ze = vy
= zy(e” +e ) = a°
zy(e™ +e ) = —y?

Na origem as equaces de Cauchy-Riemann s3o satisfeitas, e na origem f € de facto
diferencidvel porque
lim e’Y—e""V4ixy

250 Tty

(€ —e=¥)atuy?] +ila y—(e"V—e*V)y)

= lim

2—0 w?+y?

. 2x%ytay? 4 () s xly—2xy?4(..)
= lim =2 7 lim ——5—=>—
z—0 T2 +y* * z—0 a?+y?

=0

onde (...) representa termos de ordem superior que ndo contribuem para o limite.
Conclui-se que f € diferencidvel apenas em 0.

Comentario: Em alternativa, podia-se invocar o teorema que afirma que, quando
as derivadas parciais sdo continuas, as equacbes de Cauchy-Riemann sio também
uma condicdo suficiente para a diferenciabilidade; ver, por exemplo, p.26 de Complex
Analysis por L. Ahlfors. Este resultado € aplicado na alinea seguinte. &
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(b) Quando as partes real e imagindria de uma funcdo complexa sdo continuamente dife-
rencidveis, as equagdes de Cauchy-Riemann s3o suficientes para a diferenciabilidade.
Neste caso a fungdo f tem derivadas continuas em todo o seu dominio e satisfaz
sempre as equagoes de Cauchy-Riemann:

ou . _y-z? v

or — (2249?22 T Oy
_Ou . 2zy  _ Ov

oy = (224922 T Oz ¢

Conclui-se que f é diferencidvel em todo o seu dominio.

Comentario: A fungdo dada € igual a f(z) = % cuja derivada é —Z% para qualquer

z #0. ¢
0

(8) Considere a funcdo u : R? — R definida por
u(w,y) = 2" +y° — 3ay(z +y)

(a) Mostre que u é uma fun¢do harménica.
(b) Determine a fungdo harménica conjugada, v, tal que v(0,0) = 0.

(9) (a) Mostre que, em coordenadas polares, as equagdes de Cauchy-Riemann se escre-

vem
o _ 1o
Op ~  pdb
v . _10u
op p 00

onde z = pcosf e y = psiné.
(b) Mostre que a fungdo

f(z) = 210g§ +2i0

é analitica em todo o seu dominio, p > 0 e 6 €]0, 27[.
(c) Calcule a derivada, f’(z), da fun¢do da alinea anterior em termos de z.

Resolucao:
(a) Se
{ x = pcost
y = psiné
entio
%ﬁ % cosf) —psind
%Z % sinf  pcosé
e
% %Z ‘3% %5 o cosf  sind
20 00 - Jdy Oy - __sinf cos 0
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As equagdes de Cauchy-Riemann ficam

u _ Ov
oxr Oy
_ou _
oy ~— Oz
Qudp | Oudld _ Jvdp | Ovdb
p Ox 0 Ox ~—  Op Oy 00 dy
<~
Qudp _ Qudb _ Qudp 4 Ovdl
dp Oy 000y —  Opox 00 Oz
ou Ousinf __ v ; Ov cos b
a—pcose—@ = 8p81n0+69 > (%)
<~
ou ; Oucosfh _  Ov _ OJusinf
—gp sint — G == = g, cos 50 p (%)
cos 0(*) — sin 6 (**)
<~
sin (%) + cos 0(xx)
ou 10v
op p 00
<~
v _  _10u
op p oo

(b) Quando as partes real e imagindria de uma funcdo complexa sdo continuamente dife-
rencidveis, as equagbes de Cauchy-Riemann sdo suficientes para a diferenciabilidade.

Neste caso,
_ — p
u = Ref = 2log}§
v = Imf = 20
e as equagdes de Cauchy-Riemann sdo sempre satisfeitas:
ou _ 2 _  10v
op T p T p 08
v _ _ 10u
o = 0 = —pe-

Logo, f € analitica em todo o seu dominio.

F'(z) = G+ig

2pcos@—i2psin 6
= T

2z
[2]2

2
s

Comentario: A funcio dada € igual a f(z) = log %, onde log representa o ramo
principal do logaritmo. O
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O
Funcoes Trigonométricas
(10) Prove que
sin(z + iy) = sinx coshy + i cosz sinhy .
Resolucao:
. . _ eiletiy) _p—i(atiy)
sin(z +1iy) = S—Fr——
o eizfy_efiz+y
- 2
. . . o eiI,e*iI eY+te Y ‘eiz+67iz eY—e~Y
sinz coshy +icosx sinhy = o > — t 175 5
o 6y+im7ey—im+e—y+imie—y—im7ey+im76y—im+e—y+im+e—y—im
- 4
enyriac_eyfiac
- 2
0

(11) Mostre que, para z = x + yi, se tem

| sin z|* = sinh? y + sin? z = cosh®y — cos® x .

(12) Estabelega seguinte igualdade (onde z = x + yi)

| cos z|? + | sin z|* = cosh(2y) .

Exponenciais e Logaritmos

(13) Determine todas as solu¢des da equagdo

204 2=0.

Resolucao: Nas equagdes seguintes, o simbolo Log z representa genericamente os loga-
ritmos de z.

220 —-204+2=0 (212 -2 +2=0

Z=1+i

iLog z = Log (1 £ 1)

Logz = In|1 £ 4| + i(arg(l £14) + 2kn)]
Logz:—ilnﬁi%Jr?kﬂr

2= R H2kT—inV2

com k € Z. O

rrr1rtua
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(14) Se z e w forem nimeros complexos com z # 0, o simbolo z* representa o conjunto
dos nimeros complexos s que tém logaritmo da forma wa, para algum logaritmo «
de z. (Ou seja, e = s e e = z para algum ndmero complexo «.) Descreva o
conjunto 2% quando z =1 and w = % + 1.

— 62k7ri

Resolucao: Tem-se que 1 para qualquer k € 7. Consequentemente:

13+ — (3+i)Logl

—  (3+i)2kmi

— o HTi-2km

= 72k (cos —213” + 4 sin —2{;“) ,

onde k € Z. O



