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1. A seguinte equacao diferencial ordinaria
de  B(t) —ab
dt — bait

modela um fenémeno em que o factor 5 : R — R, de classe Cl(R), s6 tem efeito a partir

de t = 3, da forma
0 se t<3
t) =
b {(t—3)2 se t>3

[3,0 val] (a) Mostre que a equacdo pode ser escrita na forma exacta, verificando-o.

[6,0 val] (b) Resolva o problema de valor inicial z(1) = —1 e indique o intervalo maximo de
definicdo da solucao.

Solucao:

(a) A equagdo estd escrita na forma candnica, e nesse sentido pode-se ja determinar o
dominio da equagdo como sendo D = R?\ {¢t =0 ou z = 0}. Nesse dominio é
possivel escrever a equacdo na forma equivalente

(2" - B@)) + 5x4tfl—f =0.

Escrevendo
M(t,z) = z° — B(t), N(t,z) = 5z,

ambas funcdes C'! em todo o R?, o qual é simplesmente conexo, temos

oM __ ,_ON

or T T o

pelo que o campo vetorial (M (¢, x), N(t,x)) é um campo gradiente (ou conservativo)
em todo o R? e portanto a equac3o assim escrita é exacta.



(b) Comegamos por procurar um potencial escalar ® para o campo gradiente
(M(t,x),N(t,z)), ou seja, tal que

ve - (5.5 ) = (.0, N2,

Integrando em primeiro lugar a relacdo g—‘i = N(t,x) = 52t em ordem a z, obtém-se
O(t, ) = 2°t + c(t).

Substituindo agora em 22 = M(t,z) = 2° — ()

P =a—Bt) = () =—B(),

de onde ¢(t) é uma qualquer primitiva de —/(¢)

—- [sa

De modo a garantir que essa primitiva é efetivamente continua e diferencidvel no
ponto ¢t = 3, onde se da a ramificacdo da definicdo da funcdo [ é evidente que terd

de ser
(t) 0 se t<3
c(t) = .
—@ se t>3

eventualmente com uma constante arbitrdria de primitivac3o a ela adicionada (a qual
incluiremos na constante da solugdo geral implicita a seguir).

A solucdo geral da equagdo na forma implicita é assim
®(t,r) = k & 2°t +c(t) =k,

com k € R.

Acertando agora a constante para a condicdo inicial imposta, verificamos que ¢ = 1
e como ¢(t) = 0 para t < 3, temos ,

(-1)°1-0=k = k=-
Portanto a solucdo implicita que satisfaz o PVI é
z(t)°t + c(t) = —1,
E daqui, explicitando a solucdo, obtém-se finalmente

o) = —ff =20,

t

a qual pode ainda ser escrita, por ramos, como

se t<3

— —37(;3)3 se t>3



[6,0 val]

Para finalmente determinar o intervalo maximo de definicdo, verificamos que para o
passado da condicao inicial em t; = 1 a solu¢ao deixa de existir em ¢ = 0 devido a
presenca do termo v/t no denominador do correspondente ramo (pelo que a solugio
explode para —oo quando ¢ — 07).

Para o futuro de {; = 1 note-se que existe um instante t > 3 em que z(t) =

5/3—(t—3)3
7 se anula

t-3°=3 — t=3+3,

e onde a raiz quintica deixa de ser diferencidvel, pelo que a solucio deixa de ser C'*.

Observe-se que em ambos os casos, em t = 0 e em t = 3+ /3 = z(t) =0, a
solu¢do sai do dominio da equagao, ao convergir, respetivamente, para o eixo dos z
ou para o eixo dos t, que vimos inicialmente n3o fazerem parte do dominio da equacio
D=R2\{t=0 ou x =0}, devido a presenca do termo x*¢ no denominador da
equagao na forma candnica

dv _ p(t) ="
dt bl

Assim o intervalo maximo de definicdo contendo tp =1 é

Imax =10, 3+ V3.

2. Considere o problema de valor inicial

Yy =—1—y,  y(1) =y

Resolva-o e determine o valor de y, de forma a que lim; , ., y(t) = 0.

Solucao: Comegcamos por observar que a equacgdo é evidentemente linear ndo homogénea
e que, escrita na forma candnica, é



[2,0 val]
[3,0 vall

Comecando por resolvé-la da forma habitual, procuramos um factor integrante u(t) # 0
tal que o lado esquerdo da equacdo equivalente

dy

)L+ (1) 35 = —0)

corresponda a derivada do produto 2 [1(t)y(t)] = pu(t)% + %y(t), pelo que teremos que
procurar j(t) que satisfaca a equacdo diferencial linear homogénea

Obtemos assim )

1
,U,(i) = ef 3 = e 262,
A equacdo original pode assim ser escrita de forma equivalente como

d 1
Gl O] = —gem,

e integrando ambos os lados de ¢y = 1 até ¢ obtemos

t
e_%%y(t) — e_ﬁy(l) — / —8—136_2;2618 — e Tz — 6_2%,
to=1
donde L
y(t) = 3@ (g +1) - 1.
Finalmente, tomando o limite { — 400 temos

lim y(t) = e 3 (yo+ 1) — L.

t—+o00

Queremos este limite igual a 0, pelo que

@

D=

(o+1)—1=0 => yo+l=e2

ou seja

I
Q)
N|=
|
[a—

Yo

3. Considere o problema de valor inicial

dy

o=y -t y(0) = -1

(a) Estude o problema quando a existéncia e unicidade de solu¢do.

(b) Prove que o intervalo maximo de existéncia é limitado, ou seja, é do tipo |7, T, ]|,
com —oo < T < T\ < +00, e determine, se existirem, os limites lim; ,7, y(t).

Solucao:



()

A fungio f(t,y) = —4t3(1 4+ y?) — t3/42, que define esta EDO, tem dominio R?
onde é continua (como alids tem de ser, por definicdo), por ser a diferenca entre um
polinémio —4t3(1 + 4?), infinitamente diferencidvel, e um o produto de ¢ por uma
raiz cibica composta com g2, todos continuos em R2.

A questao subtil aqui é que o termo W tem derivada infinita em y = 0 pelo que
f(t,y) ndo é localmente lipschitziana em ordem a y quando y = 0. O teorema
de Picard-Lindelof ndo podera ser aplicado, por isso, para garantir unicidade caso a
solugdo passe por y = 0. Nos restantes pontos R? \ {y = 0}, ou seja, no semiplano
superior y > 0, e no inferior y < 0, a fun¢do f(¢,y) é infinitamente diferenciavel
em ambas as variaveis (t,y) pelo que temos as condi¢des de validade do teorema
de Picard-Lindelof implicando existéncia e unicidade local de solucido nesses pontos.
O teorema de Peano é vélido em todo o dominio R?, pelo que ha sempre solucio,
eventualmente n3o Unica se passar por y = 0.

Y

Teorema de Picard-Lindelof valido parp y > 0 (existéncia e unicidade local)

Sé o teorema de Peano é vilido para y = 0 (existéncia mas eventual falta de unicidade)

¢

Teorema de Picard-Lindelof valido parp y < O (existéncia e unicidade local)

Yy=—-1@
\

Condicdo Inicial

No entanto, uma observagdo mais atenta permite ver que a condi¢3o inicial y(0) =
—1 se encontra abaixo dos pontos problematicos y = 0. Se considerarmos o sub-
dominio da equacdo apenas composto pelos pontos (t,y) € R? tais que y < 0,
ou seja, todo o semiplano inferior, onde se encontra o dado inicial e onde é vilido
Picard-Lindelof, veremos que a solucdo n3o sai desse dominio, pelo que ela existe e é
prolongdvel de forma globalmente (inica a um intervalo maximo de definicao, sempre
com y(t) < 0. Por outras palavras, a solu¢do existe e é globalmente tnica porque
tem condicdo inicial yo < 0 e mantém-se sempre negativa, nunca cruzando a reta
problematica y = 0.

Com efeito, para t > 0 tem-se —4t3(1 + y?) — t/y? < 0 pelo que a solugdo
é decrescente para o futuro. E para t < 0 tem-se —4¢3(1 + y?) — tW >0ea
solucdo cresce de valores inferiores a —1 para t negativo, até atingir a condi¢3o inicial
Yo = —1 em ¢t = 0 (ou, visto de outra forma, a solugdo também é decrescente se
evoluirmos para o passado). Portanto, por Picard-Lindeldf, a solugdo do PVI existe,
é localmente Unica, e prolonga-se de forma globalmente tinica a um intervalo maximo
de definigdo, satisfazendo sempre, para o passado e para o futuro, y(t) < —1.

Na alinea anterior j& vimos, apenas analisando o sinal de f(t,y), para o futuro e para
o passado de ty3, como a solucao é prolongavel a um intervalo maximo de defini¢ao,
sempre satisfazendo y(¢) < —1. Veremos agora que, quer para o futuro, quer para
o passado, ela explode em tempo finito com y(t) — —oo, quando t tende para os
extremos do intervalo maximo de defini¢do.

Comegando com t > 0 observe-se que, neste caso, se tem

—AB(1 4+ y?) — tYy? < —43(1 + o).



Usando o critério de comparacdo de EDOs temos, portanto, que a solugdo do PVI

d
S =), y(0) =1,

se encontra sempre acima da nossa solucdo, para ¢t > 0. Mas esta é uma equacao
separavel cuja solugdo é facilmente obtida

1 dy

1+y2dt

d
—4t3 = pr [arctan(y(t))] = —4t*
donde, integrando de tp = 0 a t > 0 se obtém

arctan(y(t)) — arctan(y(0)) = /0 —4sds
= arctan(y(t)) = arctan(—1) — t*
= y(t) = tan(—7/4 —t%).

Concluimos assim que a solu¢do do nosso PVI satisfaz, para ¢t > 0, y(t) <
tan(—m/4 — t*). Mas quando o argumento da tangente se aproxima de —7/2, esta
explode para —co, pelo que quando —7/4 — t* = —7/2 = t = {/7/4 tem-se
lim 4T tan(—m/4 — t*) = —co e conclui-se assim que a solugdo y(t), estando

abaixo, explodird também para —oo num tempo maximo de existéncia para o futuro,
T, < m/4.

Para o passado da condic3o inicial, ou seja, para t < 0 o raciocinio é inteiramente
analogo, sublinhando-se apenas que os papéis das fun¢des que ficam acima e abaixo
se invertem: ¢é agora a fun¢do com derivada menor que fica acima da que tem
derivada maior. Mas para t < 0 tem-se —413(1 + y?) — t/y2 > —4t3(1 + ¢?) e
portanto, apesar das desigualdades estarem agora trocadas, face ao caso t > 0, isso
implica precisamente que para t < 0 continua a ser a fungdo tan(—n/4 — t*), agora
com derivada menor, que se mantém acima de y(t). A explosdo ocorre agora quando
t = —y{/m/4 (onde voltamos a ter —7/4 — t* = —71/2).

Conclui-se assim que a solugdo y(t) tem um intervalo maximo de existéncia |7, 7', |
limitado, com —+{/7/4 <T_ <0< T} < {/7/4, e que lim;_,1, y(t) = —o0.



