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1. Considere o campo vetorial F : R? — R? dado por F(z,y,2) = (1, —2,y).

[5,0 val] (a) Justifique que F admite um potencial vetorial e determine um exemplo com a primeira
componente nula.

[6,0 val] (b) Utilizando o teorema de Stokes, e o potencial da alinea anterior, determine o valor
do fluxo de F através de qualquer superficie com bordo no cilindro y? + 22 = 4, da
forma

S={(z,y.2) eR* 1z =9(y,2), y'+2" <4},

com ¢ de classe C'!, e normal unitdria com primeira componente positiva, provando
que esse valor é invariante, ou seja, que nao depende de ¢.

[5,0 val] (b") (Alternativa, caso ndo tenha conseguido determinar o potencial em (a)) Resolva a
alinea anterior usando o teorema da divergéncia.

Solucao:

(a) O campo vectorial F : R® — R3 dado por F(z,y,2) = (1,—z,y) é infinitamente
diferencidvel no seu dominio R?, que é evidentemente um conjunto em estrela (cen-
trado em qualquer ponto), e tem-se:

0F, 0F, OF: (1 o(— 0
L 3_()+(z)+(y)

W _
div ox oy 0z ox oy 0z

= 0.

Temos portanto garantidas as condi¢cOes suficientes que garantem a existéncia de
potencial vectorial A : R® — R?® (n3o dnico) tal que F = rot A. Tal como sugerido
podemos, em particular, determinar um potencial vectorial A = (Ay, Ay, A3) que
tem a primeira componente nula, A; = 0.

Calculando entdo o rotacional de A = (0, Ay, A3) e igualando a F(z,y,2) =
(1, —z,y) temos

dy 0z 01’ am):(l’_z7y)’

AL (aA3 0A; 9As 84

obtendo o sistema

oy 0z ’
0A3 __

or =

0As



Comecando pela dltima componente

0A
8_; =y = Ay(z,y,2) =2y + a(y, 2),

para alguma fun¢do a(y, z) que determinaremos no fim. A seguir primitivamos a
segunda componente

0A3

ox
para alguma outra fun¢do 5(y, z). Finalmente, passamos a primeira componente,
que nos permite determinar « e [3,

8A3 8142 1 86 O .

=z = AB(xaya Z) = Iz +6(y7 2)7

Jy 0z :>8y 0z

Temos agora liberdade de escolher v e 8 como quisermos, desde que satisfacam esta
dltima condicao. Fazemos, para simplificar ao maximo, o = 0 e restara assim apenas

a condicao

0

o8 _,

Ay
pelo que poderemos fazer simplesmente ((y,z) = y e assim obter um potencial
vectorial

A(z,y,2) = (0,zy,zz + y).

(b) Na sequéncia da alinea anterior, F = rot A, pelo que o fluxo de F através de qualquer
superficie .S do tipo indicado é o fluxo do rotacional de A e isso permite-nos usar o
teorema de Stokes:

//F-I/dS://rotA-VdS: A - dr,
S s s

em que o integral de linha no bordo 0SS é percorrido com a orientacao induzida pela
normal unitdria v. Visto que é dito que a normal tem a primeira componente positiva,
ou seja apontando no sentido positivo do eixo dos xz, a orientacdo do integral de
linha serd no sentido anti-horario no plano yz.

08

X

O bordo 9S ¢ a imagem da circunferéncia y? + 22 = 4 através da fungdo = = ¢(y, 2),
ou seja, podemos definir uma parametrizacdo, com a orientacao atras descrita, por

v(0) = (¢(2cosb,2sinh),2cosd,2sinb).



[2,0 val]
[2,0 val]
[3,0 val]

[2,0 val]

com 6 € [0,27]. A primeira componente z(0) = ¢(2cosf,2sinf) depende de ¢
mas, como veremos de seguida, n3o terd influéncia no resultado. A derivada da

parametrizacao é
v (0) = (' (), —2sin 6,2 cos ).

Usando o potencial calculado na alinea anterior A = (0, zy, zz + y), o integral de
linha no bordo da superficie é entdo

2w
Acdy= [ AGO) (6 d.
a8 0
Calculando o produto interno
A((8) -7 (0) = (0, z(f)2cos, x(0)2sinb + 2cosb) - (2'(9), —2sin b, 2 cos d)
= 4 cos 6.

Portanto, toda a dependéncia em z(f), ou seja, na funcdo ¢(y,z) que define a
superficie .S, anula-se e ficamos apenas com

2T 2T 1 2
//F-de: A-dvz/ 4cos29d0:4/ (LSQ> do = 4.
S oS 0 0 2

Isto mostra, portanto, que n3o existe dependéncia em ¢ no valor do fluxo, que é
igual a 47 para qualquer superficie S do tipo indicado.

2. Considere o conjunto
5. 2 2 _ _
M = {(xy, 29,23, 24,25) € R° : 1y — x5 — 25 =0, 3+ xows — x4 =0},

(a) Prove que M é uma variedade e indique a sua dimens&o d.
(b) Indique uma parametrizacdo (global) para M.

(c) Determine os espacos tangente T,M e normal N,M = (T,M)* a M no ponto
p=(1,0,0,0,1), indicando uma base para cada um deles.

(d) Determine o elemento de volume d-dimensional correspondente a parametrizacdo
escolhida em (b) no ponto p = (1,0,0,0,1).

Solucao:

(a) Considerando a fungdo F : R®> — IR?, infinitamente diferencidvel (por ser polinomial)
dada por
2 _ 2
F (21,29, 3,24, %5) = (21 — 5 — X5, T3 + Tals — Ta),

provaremos que M é uma variedade infinitamente diferencidvel de dimensao 3, em
R5, com recurso a definicio através do conjunto de nivel nulo de F. Escolhendo R?
como o aberto (bola da raio infinito) com a qual intersetamos M para, globalmente
provar que é variedade. Vemos obviamente que M NR® = M e que, portanto,

M=MNR? = {(x1, 2, x3, T4, T5) € R? : F(x1,z9, 23,24, 25) = 0}.



Por outro lado, a matriz jacobiana DF é dada por
oF, 0F, 0F, O0F, O0I
Oor; Oxy Oxg Oxy Ox 1 -2z, 0 0 —2%
DF — 1 2 3 4 5| _ ( 2 5) '

(9F2 8F2 8F2 8F2 aFQ
0r, Oxy Oz 0Oxy4 Oxs

Em qualquer ponto de M, a primeira e terceira (ou quarta) colunas da jacobiana sdo
claramente linearmente independentes. Assim DF tem caracteristica mdxima, igual
a 2, em todos os pontos de M. Portanto M é uma variedade diferencidvel de classe
C* de dimensao

d=5—-2=23.

Escrevendo os pontos de M, ou seja, os pontos de R® que satisfazem
F(x1, 29, 23,24, 25) = 0 na forma do sistema

Ty = 23+ 22,

T3z = Ty — T2T5.
torna-se evidente que M é um gréfico global, em R®, de uma funcio de R?, nas
varidveis (o, T4, T5), para R?, nas varidveis (11, z3). Assim, podemos imediatamente
definir uma parametrizacio global g : R?* — R® dada por

g<u17u27u3) = (U% + U’ga Uy, U2 — ULU3, U, u3)7

a qual, tendo sido definida a partir dum grafico global de uma funcdo polinomial,
infinitamente diferencidvel, de R3 para R?, satisfaz necessariamente as condicdes de
bijectividade, inversa continua e matriz jacobiana de caracteristica maxima.

O espago normal N,M é gerado pelas linhas independentes de DF(p). Avaliando
em p = (1,0,0,0,1) obtemos

DF(p) 100 0 -2
P=lo11 -1 o)
Cada linha de DF(p) é um vetor normal (em R®) a M em p = (1,0,0,0,1). Assim
podemos tomar como base de N, M os dois vetores
n; = (17070707_2)7 n; = (0a1717_170)7

e portanto o espaco normal a M, em p, é o espaco vetorial de dimensdo 2 gerado
por estes dois vetores

NPM = {(1/(]_,0,0,0,—2) +B(Oa 1a ]-7_]-70) = (aaﬁaﬂa_ﬁv_za) : a7ﬁ S R}

O espaco tangente T,M é o complemento ortogonal de N, M, ou seja, é o espago
das solucdes de
(v,n;) =0, (v,ny)=0.

Escrevendo v = (vy, vg, v3, V4, v5), as equag¢des sao

U1—2U5:O,
’U2+’U3—U4:O.



Podemos escolher 3 varidveis livres (dimensdo do espago tangente igual a da variedade
M), por exemplo vy, vy, v5 € escrevendo as outras em fungdo destas:

U1 :2U5, V3 = Uyg — V2.

Fazendo agora trés escolhas independentes para wvs,vs € wvs, por exemplo
(1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1) obtemos 3 vetores tangente linearmente independentes
(uma base de T,M)

Vi = (0717_17070)7 Va = (070717170)7 V3 = (270707071)'
Logo, T, M ¢é o correspondente espaco vetorial de dimensao 3 gerado por esta base
T,M =
{Oé(O, 17 _17 07 O)_‘_B(O) 07 17 17 0)+’Y(27 Oa 07 07 1) = (277 «, —Oé+,8, 67 7) L a, 57 B € ]R}

Observacao: Obviamente também se poderia obter uma base do espaco tangente
pelas 3 colunas linearmente independentes, em p, da matriz jacobiana da parame-
trizacao determinada na alinea anterior

2U1 0 2U3
1 0 0

Dg(uy,ug,ug) = | —us 1 —uy
0O 1 0
0 0 1

e, tendo em conta que o ponto p = (1,0,0,0,1) da variedade M corresponde as
coordenadas (ug, us, u3) = (0,0, 1) da parametriza¢do g, resulta na matriz jacobiana

0 0 2
1 00
Dg(0,0,1)= -1 1 0
0 10
0 0 1

levando exatamente aos mesmos 3 vetores de base de 7),M .

O elemento de volume 3-dimensional da parametrizacdo g é dado por
det (DgTDg).

No final da alinea anterior ja obtivemos a matriz Dg no ponto (uy,us,u3) = (0,0, 1)
correspondente ao ponto p = (1,0,0,0,1) da variedade M

0 0 2
1 00
Dg(0,0,1)=|—-1 1 0
0 10
0 01

Calculamos ent3o a matriz da métrica G = Dg’ Dg e o seu determinante, a qual
corresponde a matriz 3 X 3 dos produtos internos dos vetores de base do espaco
tangente, correspondentes as colunas de Dg.



(vi,v1) (v1,v2) (v1,Vs)

G =Dg"Dg = [ (va,v1) (va,v3) (va,Vs)

(va,v1) (vs,v2) (vs,Vs)
),

com v, = (0,1,—1,0,0), va = (0,0,1,1,0), v5 = (2,0,0,0,1).

Portanto
0 0 2
01 -1 00 1 00 2 -1 0
G=Dg'Dg=(00 1 1 0)]|-110]l=|-1 2 0
2 0 0 01 0 1 0 0O 0 5
0 01
O determinante de G é
2

detG:E)-det( | _21):5-(4—1):5-3=15.

Assim o elemento de volume (fator de escala) da parametriza¢do g no ponto p =

(1,0,0,0,1) é
Vdet G = V/15.



