Calculo Diferencial e Integral - I1I
Problemas propostos

|Semana 7 - 16 a 22 de Outubro de 2025|

1. Determine as curvas ortogonais as solucoes de iy’ = y e esboce-as.

2. Determine a solugao geral da equagao diferencial

d
r*cos y—y = 2xseny — 1
dz

Sugestao: Efectue a mudanca de varidvel v = seny

3. Considere a equacao diferencial
y = f(at + by + ¢)
em que f:R — R é uma funcao continua.

a) Mostre que a substituicio v = at + by + ¢, transforma a equagdo numa equagao
separavel.

b) Resolva o seguinte problema de valor inicial
j=ctlo | y(0)=1
indicando o intervalo maximo de solugao.

4. Considere a equacao diferencial
d
2x—y+2xy5—y:0
dx

(a) Determine a solucio geral da equacao efectuando a mudanca de varidvel v = y=2.

(b) Determine a solugao que verifica y(1) = 1, indicando o seu intervalo maximo de
existencia.

(¢) No caso geral, considere a equagao diferencial de Bernoulli

dz "
== a(t)e + [(t)z

onde « e 3 sao fungoes definidads e continuas em I C R. Mostre que a mudanca de
varidvel y(t) = (x(t))'™" transforma a equagao numa equacao linear.



5. Considere a equacao de Ricati escalar

dr 1 9

(a) Mostre que a fungao p(t) = % + 9(t) é solugao da equacao de Ricati sse 1) é solugao
de uma certa equacao de Bernoulli.

(b) Determine a solucao da equagao (1).

6. Determine a solucao da equacao diferencial

dy 2+ 3y°
dt 2ty
que verifica a condigao inicial y(1) = —1 e indique o intervalo maximo de definicao da

solucao.
Sugestao: Considere a mudanga de varavel v = y/t.

7. Determine a solugao do problema de Cauchy
3P +4tr + 2v + 292’ =0 z(0) =1
e esclareca qual é o seu intervalo maximo de existéncia.

8. Considere a equagao diferencial

Yo (p— dy _
. + (y° — logx) o 0 (2)

a) Verifique que (2) tem um factor integrante da forma u = p(y) e determine-o.

b) Prove que as solugdes de (2) sao dadas implicitamente por ®(z,y) = C, onde C é
uma constante arbitraria e

1 1
O(x,y) = §y2 + gloga:

¢) Determine a solucdo de (2) que satisfaz a condicdo inicial y(1) = /2.

9. Considere a equacao diferencial

dv_ vy

dx 4y? + 2x
a) Mostre que esta equagao tem um factor integrante p = p(y).
b) Determine a solugao que satisfaz a condicao inicial y(1) = 1.

¢) Determine o intervalo méximo de existéncia da solugdo que calculou na alinea ante-
rior.



10. Considere a equacao diferencial ordinaria
x

?—sen(t)—l—x':() (3)

Mostre que a equacao nao é exacta. Determine um factor integrante para a equacao (3),
e com ele a solugao que satisfaz a condigao inicial z(w) = 1. Indique o intervalo maximo
de definicao da solucao obtida.

11. Considere o problema de valor inicial:

1 d
y? (— + log$) + 2ylog$—y =0
x dx

Obtenha explicitamente a solucao deste problema e determine o seu intervalo maximo de
definicao.

12. Considere a equacao diferencial ordinaria

d
(42%y + 3zy® + 2¢°) + (22° + 32y + day?) d—y =0 (4)
x
a) Mostre que (4) tem um factor integrante do tipo u = p(zy).

b) Mostre que a solucao de (4) com condigao inicial y(—1) = 1 é dada implicitamente
pela expressao zty? + 23y® + 2%y* = 1.

¢) Determine o polinémio de Taylor de segunda ordem, no ponto — 1, da solugao dada
implicitamente na alinea anterior.



