Calculo Diferencial e Integral - I1I
Exemplos de Resolucoes

'Semana 5 - 2 a 8 de Outubro de 2025|

1. Considere a equagao diferencial ordinaria
/
Yy =seny.

(a) Esboce o campo de diregoes e trace os respetivos tipos de solugoes.

(b) Determine todos os pontos de equilibrio da equacgao e classifique-os quanto a serem
estaveis ou instaveis.

Resolugao:

(a)A equagao é auténoma, visto que a derivada da solucdo depende apenas do valor (da
posi¢do) y e nao do instante de tempo ¢. Assim, as inclina¢oes do campo de diregdes, no
plano ty, dependem sé do valor de y, sendo paralelas para todo o t. As solugoes serao
também paralelas, dependendo apenas do valor y(ty) da sua condicao inicial.

Como é habitual, para equacoes autonomas, comecamos entao por determinar os pontos
de equilibrio da equacao, ou seja, os valores de y para os quais a derivada da solucao é
nula. Nesta caso sao

Y =0&seny =0 & y =k, ke,

Entre os pontos de equilibrio a derivada pode apenas ter um dos sinais, ou positivo ou
negativo porque, pelo teorema do valor intermédio para fungoes continuas, se tivesse os
dois sinais e transitasse de sinal entre dois pontos y teria de haver um outro zero entre
eles, o que é impossivel. Assim, é facil ver que entre 2km < y < (2k + 1), se tem apenas
seny > 0, ou seja, a solugao y(t) serd crescente, e entre (2k+ 1)m < y < (2k+2)7, tem-se
seny < 0 e portanto ai y(t) é decrescente.

Isto é suficiente para esbogar o campo de diregoes e alguns tipos de solugoes.
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(b) J4 se viu, na alinea anterior, que os pontos de equilibrio desta equagao auténoma sao
as solugoes constantes y(t) = km, k € Z. Resta analisar a sua estabilidade. Mas esta é
evidente, até observando o campo de diregoes e o esboco das solugoes:

e as solugbes constantes y(t) = km, com k par, sdo pontos de equilibrio instével visto
que pequenas perturbacoes das condigoes iniciais fazem as solucgoes afastarem-se do
ponto de equilibrio e convergir para y(t) = km, com k impar.

e as solugoes constantes y(t) = km, com k ifmpar, sao pontos de equilibrio estével
porque, contrariamente as anteriores, pequenas perturbagoes das condicoes iniciais
fazem as solugoes convergir de volta a aproximarem-se delas.

. Considere a equacao diferencial ordinaria

y:E

(a) Determine todas as solugoes da forma y(t) = mt, com m € R.
(b) Esboce o campo de diregoes e trace os respetivos tipos de solugbes. (Sugestao: Co-

mece por procurar pontos do dominio da equacao em que as derivadas das solugoes
tém valores determinados.)

Resolugao:
(a) Substituindo y(t) = mt na equagdo, procuramos os valores de m que a verificam, ou
seja

2t 2 ,
= em=—" & m-m—-2=0 1
m=——— S m=_—— m°—m (m #1)
1++v1+8
@mz% & m=2 ou m=-—1.
Ou seja, as fungoes y(t) = 2t e y(t) = —t sdo as duas unicas solugdes da forma y(t) = mt

da equacdo (Em rigor, como a equagao nao estd definida no ponto (0,0) do plano, estas
solugoes nao podem ser considerada com dominio ¢ € R, pelo que, relembrado que a



definicao de solucao obriga a que os seus dominios sejam obrigatoriamente intervalos,
deverdo entdo ser considerados como dominios possiveis os intervalos | — oo, 0] ou ]0, +00]
o que, em face das combinacoes de duas solucoes para cada um dos dois intervalos, resulta
em 4 solugoes).

(b) Seguindo a sugestao, procuramos regices do plano ty em que as derivadas das solugdes
tenham valores determinados. Seja o valor dessa derivada, digamos, A. Entao, os pontos
do plano em que as solugoes que por eles passam o fazem com derivada igual a A sao

dados por

2t 24+ A
)\:—@)\y—)\t:%@y:Lt.

y—t A
2

Ou seja, sao retas que passam pela origem do plano, com declive %’\ Por exemplo, os
pontos do plano ty onde as solucoes passam com derivada nula sao os pontos com A = 0,
ou seja t = 0 e isso corresponde ao eixo dos yy (reta com declive infinito). Sobre o eixo
dos tt, ou seja, na reta y = 0 as solugoes passam com derivada A = —2. Os pontos
onde as solucoes passam com declive de 45, isto ¢ com derivada A = 1 sao os pontos da
reta y = 3t. Os pontos onde o declive das solugoes é A\ = —1 sao precisamente y = —t,
ou seja a reta cujo declive é o mesmo das solucoes que passam nesses pontos. Ora essa
situacao especial corresponde a propria reta y = —t ser ela mesmo solucao. Idem, para
os pontos onde o declive é A = 2, que é a reta y = 2t. Sao as duas solugoes obtidas na
alinea anterior. Por fim, pontos especiais, que nao estao sequer no dominio da equacao
sao os da reta y = t, onde a equacao nao esta definida visto o denominador da fracao se
anular: podemos considerar que sao pontos em que as solugoes atingem derivada infinita
e deixam de estar definidas.

Esbogando os campos de diregoes, com os declives A, sobre as retas y = %t obtém-se
entao o esbogo (a reta espessa a vermelho indica os pontos y = t onde a equagao nao esta
definida e que, por isso, estd fora do dominio da equagao e das solugoes):
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3. Determine a solucao geral das equacoes diferenciais ordinarias

dx 1

I
(@) 7+ 17

d
(b) d_i + yv/r senz = 0.

Resolucgao:
(a) Poderfamos simplesmente aplicar diretamente a férmula da solugdo. Mas vamos
resolver o problema usando os passos que levam a essa formula.

Comegamos por observar que z(t) = 0 é solu¢ao (a equacdo ¢é linear e homogénea).
Supondo entao que existe uma solucao nao nula, existe entao necessariamente, por conti-
nuidade, um subintervalo aberto do seu dominio onde x(t) £ em todo esse subintervalo.
Podemos entao, assumindo que x(t) satisfaz a EDO dada, dividir toda a equagao por x(t),
para t nesse intervalo onde a solucao nao se anula,

1 dz 1

P et

Do lado esquerdo da equagao podemos reconhecer agora a derivada em ordem a ¢ de
log |z(t)], pelo que
1

d
= logla(®)) = — 1=

donde, por primitivacao, se obtém
log |z (t)| = arctan (t) + ¢,

com ¢ € R uma constante arbitraria de primitivacao. Exponenciando a equacao dos dois
lados obtém-se agora
|C(I(t)| — pCpdrctan (t) — J erctan ()
)

em que K = e é agora uma constante arbitraria positiva (resultante de e, com ¢ € R
arbitraria). Finalmente, tendo em conta que x(¢) é continua, e nao nula no intervalo em
questao, entao nao podera mudar de sinal, pelo que sé podera ser

Z'(t) _ :l:Kearctan (t) )

Conclui-se também, por continuidade, que se a solu¢ao z(t) é ndo nula nalgum ponto,
sera necessariamente nao nula numa vizinhanga desse ponto, e portanto dada por esta
formula nessa vizinhanca. Mas entao, sera dada também por esta férmula em todo o
t € R, porque nao é possivel tal solugao se anular ou alternar de sinal, sem perder a
continuidade.

Tem-se assim, por fim, que as possiveis solugoes da equagao linear homogénea sao z(t) = 0,
w(t) = Kewan ) ou g(t) = —Ke® para todo o t € R, com K uma constante
positiva. Mas estas trés possibilidade resumem-se numa sé féormula

2(t) = Cemetn® O e R.



(b) Desta vez usaremos diretamente a férmula da solugao
y(z) = Cel Vsenwde 0 e R

A solugao estd assim determinada e nao pode ser mais simplificada, dado que nao é
possivel escrever a primitiva da fungdo /r senz de forma explicita usando fungoes ele-
mentares (atengao que, sendo uma funcdo continua em |0, +00[, a sua primitiva existe
neste intervalo, s6 nao é possivel escrevé-la de forma explicita usando fungoes elementares
como polinémios, trigonométrica, exponenciais, ou compostas e combinagoes delas e das
suas inversas).



