Calculo Diferencial e Integral - 111
Exemplos de Resolucoes

'Semana 1 - 4 a 10 de Setembro de 2025

1. Determine se os pontos P(7,10,4) e Q(5,22,5) pertencem a superficie r(u,v) = (2u +
3v,14+bu—v,24+u+v).

Resolugao: Para mostrar se um ponto Py pertence a superficie héd que determinar (se
existir) um par (ug,v9) para o qual Py = r(ug,vp). Assim para verificar se o ponto
P(7,10,4) pertence a superficie ha que resolver

2u+3v="T W= %
r(u,v) = (7,10,4) < l+bu—v=10 < v=1
24+ut+v=4 H=d

que é claramente um sistema impossivel. Conclui-se que o ponto P nao pertence a
superficie.

Analogamente, para verificar se o ponto () pertence a superficie, ha que resolver o sistema

2u+3v=2>5 u=4
r(u,v) = (5,22,5) < l+bu—v=22 <& v=-1
24u+v=>5 Hh=25

Tem-se entao que r(4, —1) = (5,22, 5); conclui-se que o ponto () pertence a superficie.

2. Determine uma representacao paramétrica para as superficies definidas como se segue.

(a) A superficie definida por z + 2y +3z =4, z,y e z € R.
(b) A superficie S caracterizada por 2% + 3% + 22 =16 e z > 0.

(c) A superficie z = 4 — y? cortada pelos planos =0, z =2 e z = 0.

Resolucgao:

(a) Trata-se do plano de equagao = + 2y + 3z = 4. Dado que = = 4 — 2y — 3z (ou seja,
os pontos da superficie sao o gréafico de uma fungdo x = ¢(y, z)) tomamos y e z como
parametros e consideramos

r=4—2u—3v
y=u , (u,v) €R?
zZ=



como uma parametrizacao da superficie S. Também podemos considerar como parame-
trizagoes de S as fungoes vectoriais

r=1U
y = 4—u—3v ’ (u,v) c RQ
zZ ="

onde consideramos x e z como parametros, e

T=u
y:Z , , (u,v)€R2
5 — dzu=2v

3
onde consideramos x e y como parametros.

Outra parametrizacao surge naturalmente da equagao vectorial de um plano. Atendendo
aos vectores directores do plano, os quais podem ser facilmente obtidos a partir de trés
pontos do plano que nao sejam colineares, é possivel obter a equacao vectorial do plano.
De facto, consideremos os seguintes pontos do plano x + 2y + 3z =4

A(-1,1,1) , B(3,-1,1) e C(—4,1,2)
a que correspondem os vectores directores do plano
AB=B—A=(4,-20) ¢ AC=C—A=(=3,0,1)
O plano = 4 2y + 3z = 4 tem entao por equagao vectorial
(x,y,z)zA#—tf@—i-s@ , t,seR

ou seja
(z,y,2) = (—1,1,1) + t(4,-2,0) + s(=3,0,1) , ¢,seR.

Daqui resultam as equagoes paramétricas:

rx=—1+4t — 3s
y=1-2t (t,s) € R*.
z=1+s

(b) Trata-se do hemisfério norte (a "metade superior”) da superficie esférica de centro
na origem, (0,0,0), e raio 4.

Pode-se obter uma parametrizacao resolvendo a equagao da esfera em ordem a z:
2.,.,2 ., 2 _ _ 2 _ 2
TTHY +22=16& 2= £4/16 — 2% — y=.

Como z > 0 (hemisfério norte), a solugao que nos interessa é a que corresponde ao sinal
positivo. A projeccao da esfera no plano xy é o disco

B = {(:vy) eER*:2? +y < 16},



pelo que a parametrizagao é

r=

z2=4/16 — 22 — 2

para (z,y) € B, ou seja
9(z,y) = <x,y, 16 — 2* — y2) , (z,y) € B.

(c) A superficie obtém-se por translacao da pardbola z = 4 — y? segundo a direcgao do
eixo dos = (faga uma figura). E entao conveniente usar  como um dos parametros. Dado
que z = 1 — y?, tomamos também y como parametro. Assim sendo,

T =1u
Yy=v
2 =4 —?

onde 0 < z < 2 implica que 0 < u < 2. Por outro lado, sendo S cortada pelo plano z = 0
entao 2 >0 & 4—92 >0 & —2 < v < 2. Obteve-se assim a parametrizacao

r(u,v):(u,v,4—vz) , O<u<2, 2<v<2

. Identifique a superficie parametrizada por:

(a) r(u,v) = (veosu,vsenu,v), 0 <u < 27w e <wv < h,onde h >0 ¢éum real dado.
(b) r(u,v) = (Lu,v),0<u<1l,0<v<l
(c) 7(u,v) = (u,v,u* +v?) com (u,v) € D = {(u,v) € R* : u? +v* < 1}.

Resolucgao:
(a) Como se vé, a superficie estd parametrizada a custa de coordenadas cilindricas. To-
mando isso em consideracao, pode-se eliminar os parametros u e v como se segue:

x2+y2:2)2 e Z2=vV < 22:x2+y2
A superficie é pois uma parte do cone com vértice no origem, geratriz z = = e eixo de
simetria coincidente com o eixo dos z. Olhando agora para o dominio dos parametros
observa-se que z = v é positivo e menor que h; assim, a superficie é a face lateral do cone

dada por z = /a2 + y2, com 0 < z < h.

(b) Trata de uma porgao de um plano, dado que a parametriza¢ao é uma transformacao
linear. Ora y = w e z = v significam que y e z podem tomar quaisquer valores nos
intervalos indicados. Assim, a equacao cartesiana da superficie é

r=1



comO<y<lel<z<lI.

(c) Conforme se constata por eliminagao dos parametros u = x e v =y, a fungao r(u, v)
parametriza o paraboldide de equacao

z=x4+9y* com z+y’<l1

equivalente a
z=2"4+9y* com 0<z<l.

Note que z = u? + v? < 1 é consequéncia de u? + v?> < 1. O dominio D = {(z,y) :

r? + y? < 1} corresponde & projecgao da superficie cénica 22 = 2> +y?> e 0 < z < 1 no
plano xy.

. Determine a expressao geral do vector normal e do vector normal unitario a superficie S
definida por:
(a) =+ 2y + 3z =4, com orientagdo para cima.

(b) 2 =9 — 2% — 42, com orientagdo para baixo.

Resolucgao:

(a) Dada a parametrizagao r(u,v) = (4 — 2u — 3v,u, v), para (u,v) € R?, apresentada no
Exercicio 2(a), temos

or or
au ( bl ) ) ) a'U ( ) ) )
Como tal, a expressao geral do vector normal a S é
o o €1 €9 €3
N=Z & _| 21 0]|=(1,23)

= — X — =
ou Ov 3 0 1

Dado que a superficie S é orientada para cima, consideramos este vector e nao o seu
simétrico —N. A expressao geral do vector normal unitario a S é

v = N :-—L—u,z3)
N VI

De outra forma (bastante mais simpes, por sinal), dado que a superficie é da forma

W

F(z,y,2) =4

com F(x,y,z) = x + 2y + 3z, trata-se de uma curva de nivel de F' e assim um vector
normal pode ser dado por

8F OF OF
N = VF(z,y,2) = (5;,55,5;) — (1,2,3)



(b) Trata-se do paraboldide de equagao z = 9 — 22 — y? . Uma parametrizagao de S é
r(u,v) = (uv,v,9—v* —v*) |, (u,v) €R™

Assim, a expressao geral do vector normal é

a a €1 €2 €3
ﬁ:a—rxa—r: 1 0 —2u|=(2u,2v,1)
v ov 0 1 —2uv

Dado que se pretende a superficie S orientada para baixo, ha que considerar o vector
simétrico — N = (—2u, —2v, —1) que "aponta para baixo”. A expressao geral do vector
normal unitario é ﬁ

1

]/: =
V|| VI+4u?+ 402

Mais uma vez, a superficie é da forma

(—2u, —2v, —1)

F(z,y,2) =9

com F(xz,y,2) = 2° + 3> + 2, trata-se de uma curva de nivel de F e assim um vector
normal é dado por

N —VF _(OF OF OFN _ o, 9y1
v (x7y7z) 8337 8:(/’ 82 ( ,CL" y? )

. Determine uma equagao do plano tangente a superficie parametrizada por g(u, v) no ponto
especificado.

(a) g(u,v) = (u?,2usenv, ucosv), (ug,vy) = (1,0).

(b) g(u,v) = (u — v,u? + v?, uv), no ponto g(1,1).

Resolucao:

(a) Temos que
g(u,v) = (u2, 2usen v, ucos v)
pelo que
z(u,v) = u?
y(u,v) = 2usenv
z(u,v) = ucosv

Primeiro, vamos calcular os vectores tangentes:

_9%

o= (2u, 2sen v, cos v)

Ju



dg
s = == = (0,2 -
g ” ( Ucos v usen U)

Assim, o vector normal ao plano tangente é:

€1 €2 €3
Ju X Gy = | 2u  2senwv COS v = (—2usen
0 2ucosv —usenv

29 — 2ucos 2v, 2u2sen v, 4u’cos v)

e no ponto dado up = 1 e vy = 0 temos que o vector normal é (—2,0,4). Portanto, uma
equagao do plano tangente no ponto g(1,0) = (1,0,1) é

—2-(z—1)4+0-(y—0)+4-(2—1)=0 & z-2z+41=0
Doutra forma, eliminando os parametros, temos que a superficie é dada por

2

ar Z

.
4

ou seja, a superficie é da forma
F(z,y,2)=0

2 /. .
com F(z,y,2) =z — % — 22, trata-se de uma curva de nivel de F e assim o vector normal
é dado por

B _ (OF OF OFY\ Y
ﬁ(x,y,z)fVF(x,y,z)f ((3%7 aya 82) - (17 27 2Z>

Assim uma equagao do plano tangente a S no ponto g(1,0) = (1,0,1) é dada por
N1 (z—Lyz-1)=0 & (1,0,-2)-(x—1,y,2—1)=0
obtendo-se assim (0 mesmo resultado)
(x—1)—-2(z—1)=0 & zx—-2z+1=0.

(b) Temos que
g(u,v) = (u —v,u’ + UQ,UU)

pelo que
z(u,v) =u—v
y(u,v) = u? + v?
z(u,v) = uv

Primeiro, vamos calcular os vectores tangentes:

Gu = % = (1, 2u,v)
¢ B
gv — 8_5 - (—1,2U,U)



Assim, um vector normal ao plano tangente é:

€1 €2 €3
Ty XrTy =1 1 2u v :(2u2—2v2,—u—v,2u+2v)
-1 2v w

e no ponto dado (u,v) = (1,1) temos que um vector normal é (0, —2,4). Portanto, uma
equagao do plano tangente ao ponto r(1,1) = (0,2,1) é

0-(z—0)—2-(y—2)+4-(z—1)=0 & y—22=0

Note que, neste caso, é dificil obter a representacao como conjunto de nivel 0, pois da
algum trabalho eliminar os parametros em g(u,v); portanto, é aconselhdvel esta forma
de fazer o exercicio.



