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Considerando o ramo do logaritmo tal que Arg z € [, 37|, calcule, pela definicdo, o valor

do integral
/ log zdz,
c

em que C' é semicircunferéncia centrada na origem, unindo —10i a 10i, e percorrida no
sentido positivo.

Resolucao:

Qualquer parametrizagdo da semicircunferéncia de raio 10 serviria. Por exemplo v(0) =
106 com 6 € [-7/2,7/2]. O cuidado que é preciso ter é notar que o argumento
do ramo do logaritmo indicado produz valores de 37/2 a 57/2. Portanto, ou se faz
Arg(y(0)) = 0 + 27, no caso da parametrizagdo anterior, por exemplo, ou se faz uma
parametrizacao com os angulos coincidentes com o ramo do logaritmo indicado, neste
caso com 6 € [37/2,57/2]. Seguindo esta Ultima opgdo temos assim
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= 20i(log 10 — 1) — 407,

(a) Determine o valor do integral

6212
——dz.
&éR (224 9)2 -

em que, para cada R > 3 fixo, ' é a fronteira do semicirculo {z € C : |z| <
R, TImz > 0} no semiplano superior, percorrida uma vez no sentido positivo.

(b) Estabeleca a majoragdo
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em que Vi € a parte circular de I'p, parametrizada por Re® com 6 € [0, 7).
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Combine os resultados das duas alineas anteriores para obter o valor do integral real

/°O cos 2x p . R cos2x p
——— dr = lim — dx.
oo (X2 4+ 9)2 R—oo [_p (22 +9)2

Resolucao:

()

O denominador da fun¢do anula-se em +3i. Destas duas raizes sé +3i se encontra
no interior do semicirculo no semiplano superior, quando R > 3. Portanto, tendo
em conta que a fronteira é percorrida uma Unica vez no sentido positivo e usando
a férmula integral de Cauchy para a primeira derivada, com indice 1 em torno do
ponto 3i, temos
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A semicircunferéncia vz tem comprimento 7R pelo que

6212
—d
/YR (22+9)2 <

Pela desigualdade triangular, o denominador é minorado por

6212
@+ 9y

< mR sup
ZEVR

(2% +9)%] = [2° + 9" > (|2I” — 9)* = (R* - 9)?,

visto que sobre os pontos da semicircunferéncia percorridos por vz 0 mdédulo de z é
constante e igual a R.

O numerador, por outro lado, tem médulo

2iz| __ | ,2i(z+iy)| —2y2iz| __ 2y
[€2%] = |21 = |e | = e,
visto que o mddulo da exponencial complexa é a exponencial da parte real do ex-
poente. Sobre a semicircunferéncia de raio R, no semiplano superior, parametrizada
por vz 0 maximo valor de e=2¥ é evidentemente obtido para o minimo ¥, o qual é

atingido no inicio e no fim da semicircunferéncia com y = 0. Conclui-se assim que

sup |e?'?] = 1,
Z€YR
e portanto que .
/ 621z p - R
Z
e (224927 T (R2-9)%

como pretendido.
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(c) O integral em torno da fronteira I'r do semicirculo, calculado na alinea (a), para

R > 3, é formado pela soma de dois integrais: um ao longo do eixo real, desde
z=x = —R até 2 = x = R, e outro ao longo da semicircunferéncia yr, estimado
na alinea (b). O integral complexo ao longo do segmento de recta sobre o eixo real,
de —R a R é evidentemente igual ao integral em R habitual, com = € [-R, R]
(bastaria usar a parametrizagdo a(x) = z para verifica-lo). Portanto

eQiz R eQiz 62iz
— —dz= | ———d —dz.
Y%R @+92"° /_R (22 + 9)? +/ @+92"°

O integral complexo ao longo de I'g, a esquerda desta equagdo, mantém-se inalterado
para qualquer R > 3, visto que a funcao é holomorfa no semiplano superior a
excepcdo do ponto z = 3i, pelo teorema da deformacg&o (ou pela férmula integral de
Cauchy). Portanto, sendo constante, o seu limite quando R — oo é esse valor 7”58476
constante, calculado na alinea (a). J& do lado direito da igualdade, pela majoragdo

da alinea (b) concluimos que

6212
li ——dz=0.
Rooo ), (2492

Aplicando limites quando R — oo a igualdade dos integrais anterior, deduzimos
finalmente assim que o integral real, sobre o segmento de recta = € [— R, R] converge,
quando R — oo para o valor constante calculado na alinea (a)

dr = lim dr =

/oo 62190 R 62196 77T6_6
_oo (224 9)2 R—oo |_p (22 +9)2 54

Por fim, basta observar que cos(2x) € a parte real de ¢?!® para concluir que

*  cos2x co i Tre 5
— _dr = —dz | = )
| repte= e (/oo @219 ) 54

3. Considere o caminho

v(t) = sindt + 21 cost, t € [m,2n].

a) Esboce a curva tragada por .

b) Use o teorema fundamental do cdlculo para determinar o valor de

1
dz.
/722 —4

Resolucao:

(a) Para entender a parametriza¢do, observe-se que quando o parametro ¢ evolui de 7 a

27 a parte imagindria da parametrizacao, 2 cost, cresce de forma mondtona desde
2cosm = —2 até 2cos 2w = 2.



Simultanemanete, a parte real da parametrizacdo, sin 4¢, devido ao factor 4t, percorre
2 periodos completos do seno, desde sin4m = 0 até sin 8t = 0.

Portanto, a curva no plano complexo comeca em 2z, = —2i e sobe até z; = 2i,
fazendo dois ciclos sinusoidais completos na sua parte real.

De forma intuitiva, tal como em R, a primitiva duma func3o racional é obtida
separando-a primeiro em fracgcdes simples

1 A N B
22—4 z—-2 z+42

para constantes A e B as quais, usando o método dos coeficientes indeterminados
(ou até adivinhando) se conclui facilmente serem A = 1 e B = —1. A primitiva de
— seria portanto, ;(log(z — 2) — log(z + 2)).

Claro que tratando-se de funcGes complexas, é preciso ter o cuidado de escolher os
ramos destes dois logaritmos de forma a que sejam holomorfos sobre a curva de
integracao, para que se possa usar o teorema fundamental do célculo. Ja sabemos
que qualquer ramo do logaritmo, ou seja, qualquer escolha dum intervalo de largura
27 para o seu argumento, implica a existéncia duma semirecta de descontinuidade,
quando os angulos atingem os extremos desse intervalo. Ora, esta primitiva consiste
na diferenca de dois logaritmos complexos, um centrado em z5 = 2

log(z —2) =log |z — 2| +iArg(z — 2)
e outro centrado em zp = —2
log(z +2) =log |z — (—2)| + i Arg(z — (—2)).

A curva, representada na alinea (a), ao longo da qual queremos calcular o integral,
estd localizada entre estes dois pontos zg = 2 e zp = —2, € nao queremos que 0s
cortes de descontinuidade dos ramos destes dois logaritmos intersectem a curva, para
que a primitiva sejam holomorfa sobre ela.

Assim, escolhemos o ramo de log(z — 2) com Arg € [0, 27 de forma a cortar para
a direita de zp = 2, e o ramo principal de log(z + 2), com Arg €] — 7, 7, de forma
a cortar para a esquerda de zp = —2.

Tendo isso em conta podemos finalmente calcular, usando o teorema fundamental



do célculo,

1 1 2i
[y R dz = Z(log(z —2) —log(z+2)) i

= (0g(2i — 2) ~ log(2i +2)) — ; (log(~2i — 2) ~ log(~2i +2))

— %(log(\/g) + i%r — log(\/g) - 1%) -
—%(log(\/é) + i% — log(V/8) + i%)



