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1. Considere a funcdo f : C — C dada por

f(z) = 22 + 2|z~

Determine em que pontos é diferencidvel e em que pontos é holomorfa, calculando a
derivada onde ela exista.

Resolucao:

Comegamos por separar a fungdo f nas suas partes real e imaginaria. Para z = = + iy,
f(2) = 22+ 202" = (v — iy)* + 2(2° + ¢*) = (2” — y°) — 122y + 2(2° + ¢?),
donde

u(z,y) = Re(f)(z,y) =32* +49%,  o(z,y) = Im(f)(z,y) = —2zy.

Estas fungdes s3o polinémios em R? pelo que sdo C°°(R?) e consequentemente f é uma
funcio diferencidvel no sentido de R? em todo o plano. Pelo teorema de Cauchy-Riemann
podemos entdo concluir que f serd diferencidvel no sentido complexo nos pontos em que
forem satisfeitas as equacdes de Cauchy-Riemann:

ou ov
B ey = — = —2
gx (z,y) = 6x o (g, y) x
v u
%(l’,y) = 2y = —a—y(:v,y) = —2y.

A segunda equagao é sempre satisfeita, e a primeira apenas quando x = 0. Concluimos
ent3o que f é diferencidvel complexa em todos os pontos do eixo imagindrio {z = z+iy €
C:x2 =0,y € R}. Como este conjunto, uma recta, tem interior vazio, a fungdo ndo é
holomorfa em ponto nenhum.

Nos pontos z = iy em que é diferencidvel a sua derivada vale

B g ou ov

7/(2) = 52 (2) = 5o (0,9) +15°(0.y) = =2,



[2,0 val]

[1,0 val]

[1,0 val]

[2,0 val]

2. Determine todas as solugées em C da equacgao algébrica

54423 - 5=0.

Resolucao:

A equacdo pode escrever-se como um polinémio de grau 2 em 2*:

(2°)2 +4(2%) -5 =0,
donde, aplicando a férmula resolvente se obtém

,  —4+/22-4(-5) —4+£36

7 = 5 5 -5 ou 1.

Para obter as 6 raizes do polindmio de grau 6 original hd que determinar agora as 3 raizes
cubicas de cada um destes dois casos.

Usando coordenadas polares obtemos:

23 _ ‘Z‘3ei39 = _5= 5€iﬂ"
de onde se obtém as solugdes |z| = V/5, com 30 = 7 + 2kr < 0 = I + k7, com

k = 0,1,2. Estas trés raizes sdao assim, em coordenadas cartesianas, dadas por

A= B2 +id), =B wm UB(- Lid).

As restantes 3 raizes sao obtidas de
z3 — ’2‘36139 — 1= 1610,

pelo que [z| = V/1 =1, com 30 = 0 + 2k7 < 0 = %kﬂ', com k =0,1,2 e portanto

(a) Quais os pontos z € C para os quais sen z toma valores imaginarios puros?
(Sugestdo: para z = x + iy separe sen z nas suas partes real e imaginaria).

(b) Mostre que o arco seno de w € C, entendido como o conjunto das solu¢des de
sen z = w é dado por

z = arcsenw = —ilogi(w £ Vw? — 1) + 2k, keZ,

onde log é qualquer ramo do logaritmo complexo.

(c) Determine e esboce a imagem do conjunto {z = 2+iy € C: -F <z <3, y >0}
através da aplicagdo z — sen z. Qual o interior e a fronteira dessa imagem?



Resolucao:

()

Para z = x 4 iy e usando as propriedades conhecidas do seno da soma temos
sen(z) = sen(z + iy) = sen x cos iy + cos x sen iy.

Mas também sabemos que cosiy = coshy e que seniy = isenh y pelo que conclui-
mos que
sen(z) = sen z cosh y + icos x senh y.

Assim, sen z toma valores imagindrios puros se e s6 se a sua parte real for nula, ou
seja, quando senz coshy = 0. Tendo em conta que o coseno hiperbdlico (real) ndo
se anula, tal sera verificado entdo quando senx = 0, ou seja, quando x = km, para
k € Z. A resposta é portanto que sen z toma valores imagindrios puros nos pontos
da forma z = kn +iy com k € Z, y € R.

Para resolver senz = w em ordem a z, dado w € C, usamos a definicio do seno

complexo

senz =w&s& —— = w,
21

e, multiplicando a equacdo por e'?, transformamo-la numa equacdo quadrdatica para
6iz
(e¥)? — 1 — 2iwe”* = 0,

a qual pode agora ser resolvida pela férmula resolvente:

L 2w+ /(2w)? + 4
oo = BUEVOP L 4 o 3T = i £ Va7 1),

As solucoes deste problema s3o, entdo, todos os valores de iz tal que a exponencial
leva para a imagem i(w £+ vw? — 1) ou seja, todos os possiveis logaritmos deste
complexo ou, mais correctamente, todos os ramos do logaritmo. Assim, escolha-se
um qualquer ramo do logaritmo complexo, que designaremos por log e os restantes
ramos diferem pela soma de 2k7i para k € Z. E assim

iz =logi(w £ Vw? — 1) + 2kmi & z = —ilogi(w £ Vw? — 1) + 2k, keZ.

Comecamos por determinar a imagem da fronteira do dominio.

Para —7 < < § e y = 0, temos precisamente a fungdo seno restrita a valores reais
da varidvel z = x pelo que a sua imagem sen z = sen x é o seno real tradicional, que
toma todos os valores no eixo real —1 < senx < 1.

Para x = /2 e y > 0, que faz parte da fronteira do dominio, ja n3o lhe pertencendo,
temos sen z = sen(w/2+1iy) = senm/2coshy+icosm/2senhy. E como senn/2 =
1 e cos /2 = 0 obtemos que, novamente, a imagem desta semi-recta da fronteira do
dominio esta sobre o eixo real sen(7/2 +iy) = coshy, que toma valores em [1, +00]
para y > 0.

Analogamente, para z = —7/2 e y > 0 obtemos sen(—7/2 + iy) = — coshy cuja
imagem, também real, toma valores em | — oo, —1] para y > 0.

Concluindo, a fronteira do dominio é transformada em todo o eixo real, sendo que
s6 o segmento —5 < x < 7 e y = 0 realmente pertence ao dominio, transformado
no intervalo real | — 1, 1] serd a tnica por¢do pertencente ao contradominio.
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Intuitivamente, bastaria agora ver que para x = 0 e y > 0, a semi-recta vertical a
meio do dominio, é transformada em sen(iy) = isenhy, ou seja, no semi-eixo ima-
gindrio positivo do contradominio, ja que a imagem de [0, oo pelo seno hiperbdlico é
[0, 0o, para se conjecturar que muito provavelmente a imagem do interior do dominio
sera todo o semi-plano complexo com parte imagindria positiva, acima do eixo real
que é precisamente a imagem da fronteira do dominio.

Para justificar com mais cuidado este dltimo facto, considerem-se os segmentos de
recta horizontais —g <x< g ey =y > 0 fixo. Evidentemente, a reunido destes
segmentos, para todos os yo > 0, produz o dominio. Ja conhecemos a imagem do
segmento com Yo = 0, que é o segmento real entre —1 e 1. Para yp > 0 a imagem
é sen(x + iyy) = sen x cosh yy + icoswsenhyy. Chamando A = coshy, = <22

2
e¥0—e~ Y0

e B =senhyy = 3 temos, evidentemente A > B > 0 pelo que a imagem do

segmento de recta é
sen(z + iyo) = Asenx + 1B cos z,

que traca meia elipse, com semieixo maior horizontal A e semieixo menor vertical
B, no semi-plano complexo de imagindrios positivos, a medida que x varia de —7/2
até 7/2. A reunido destas elipses cobre todo o semi-plano complexo de imaginarios
positivos.
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Por fim, a fronteira do contradominio é o eixo real, sendo o seu interior o semi-plano
de imagindrios positivos.

4. Prove que toda a fungdo f(z) = u(z,y) + iv(x,y) inteira, tal que

u(z,y) +v(r,y) =c, ceR,

é necessariamente constante.

Resolucao:

Sendo f uma fungdo inteira, entdo ela é diferencidvel complexa em todos os pontos do
plano complexo e, pelo Teorema de Cauchy-Riemann, é diferencidvel no sentido de R?
para todos os (z,y) € R? satisfazendo as equagdes de Cauchy-Riemann. Em particular,



as partes real e imagindria de f tém derivadas parciais em ordem a = e y em todos os
pontos do plano. Assim, derivando a relagdo u(z,y)+v(x,y) = ¢ em ordem a = obtém-se

ou ov

%(x’w + %(.ﬁ,@j) = 07

enquanto que derivando em ordem a y

ou

ov
a—y(x,y) = (z,y) =0

dy

Mas, pelas relagdes de Cauchy-Riemann, estas quatro derivadas estdo relacionadas duas
a duas em todos os pontos

ou ov
ov ou

a(:p,y) = _a_y(m7y);

donde podemos substituir as derivadas parciais de v das duas equacgdes obtidas anterior-
mente apenas por derivadas parciais de u ficando com

ou ou
ou ou
a—y(ﬂij)Jr%(iU,y) =0

e a Unica solugcdo deste sistema nao singular de duas equagbes a duas incégnitas é

%(w,y) = g—Z(x,y) = 0. E pelas equagbes de Cauchy-Riemann serd também, entdo,

%(m,y) = g—Z(x,y) = 0. Ora, sabe-se da teoria de célculo diferencial em R™ que funcdes

diferencidveis com gradiente nulo em dominios abertos e conexos, como é o caso aqui
de R?, s3o necessariamente constantes, pelo que u(z,y) = ¢1 e v(z,y) = ¢y em todos
os (z,y) € R? para alguns c¢;,c, € R, concluindo-se portanto que f(z) = ¢; + icy é
constante.



